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デカルトの卵形線には,焦 点が3つ あり,そ の第 1

第2焦 点は,い わゆる卵形の内側 (卵形線の内分枝の

内側)に あり,第 3焦 点は,卵 形線の外分枝の外側に

ある。それらの2焦 点を卵形線上の点から見込む角に

ついて,次 のような性質を見つけ,証 明したので報告

する。

[定理 1] 第 3焦 点を通る直線と卵形線との交点が

内分枝上に2点 あるとき,そ の各点から,第 1,第 2

焦点を見込む角は,相 等しい。

[定理 1′]第 3焦 点を通る直線と外分枝との交点

についても同様である。図1参照

:.準 備

[卵形線の定義] 図2に おけるように,定 円① (中

心=Fl,半 径=FlA)と ,第 2焦 点からの距離の比

(PA:PF2=n:m,QA=QF2=n:m,m>n>

0)が一定な点 P,Qは 動点 Aが 定円上を動くとき,

それぞれ,卵 形線の内分枝,外 分枝を描く。

この定義より, FlP十 (n/m)F2P=FlAで c=

FlF2として, FlA=(k/m)FlF2と なるようにkを

とれば, FlP=rl,F2P=r2よ り

m r l± nr2=kC

と,双 極座標の定義式を得る。―は外分枝。

さて,卵 形線に関して,次 の 2題 が,文 献Dに 述

べてあり,そ の証明も見られるが,記 号の用い方の相

異等があるので,こ こで,証 明も述べることにする。

[補題 1] FlP・ FlQは ,一 定である。

[補題 2] △F2PQの 外接円と直線 FlF2との交点

は,卵 形線の第3焦点である。

図 1 2焦 点を見込む角
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[補題 1の証明]

図2の △FlF2Pにおいて,余 弦定理より

r′=r′十c2_2rlc・cosθ…………………(2)

(1),(2)式より, r2を消去すれば

(m2_n2)rf-2(km一 n2cosθ)crl
+(k2_n2)c2=0

この rlについての 2次 方程式の解 と係数の関係よ

り,上式の 2つ の解の積は,一定で,次 のようになる。

rl・rl′=(k2_n2)c2/(m2_n2).… … … … (3)

ここで,rl=FlP,rl′ =FlQで あるから

FlP・FlQは ―づこ

[補題 2の証明]

(証明終り)

△FlF2Q,△FlPF3は,円 周角の定理より,

∠FlQF2=∠ FlF3Pだから,相 似である。

∴  F3P/FlF3=F2Q/FlQ

(1)よりmFlQ一 nF2Q=kC

③より■卜∫琳ァ=希
F3P = nF2Q =

つまり,一 nr3+krl=m(k2_nり C/(m2_n2)

が言える。

このように,デ カル トの卵形線は,第 1,第 2,第

3焦点があり,そ のうち, 2つ の点を双極として,定

義できるのである。

2.定 理の証明

次に,卵 形線の定義の方法として,定 円① FlAの

半径のm/n倍 の半径をもち,中 心 F2を もつ定円②を

考える。すると,点 Pは ,定 円 (中心=F2,半 径=

F2B)と ,定 点 Flか らの距離の比が一定 (m/n)の点

である卵形線を考えることができる。

つまり,FlP:PB=FlQ′ :Q′B=nimで ある。

さて,図 2の作図順序を少し変えて考える。

まず円Fl,円 F2(半径比 n:m)を 描く,次 に点

Flを通る直線11,点 F2を通る直線11に平行な直線12

を引く。直線11と円F2との交点をB,B′直線しと円

Flと の交点をA,A′ とする。そして,直 線 FlAと

F2B,FlAと F2B′,FlA′ とF2B′,FlA′ とF2Bの 4

交点P,Q,P′,Q′を考える。

直線11,12が~回 転するとき,点 P,P′は,卵 形線

の内分枝 (mrl+nr2=kC),点 Q,点 Q′は,卵 形

線の外分枝 (mrl― nr2=kC)上 を動く。

[補題 3]点 P,P′から焦点Fl,F2を見込む角 ∠

FlPF2は ∠FlP′F21こ等しい。 同様に ∠FlQF2= ∠

FlQ′F2

[補題 4] ∠PF3Fl=∠ P′F3F2

[補題 3, 4の 証明]

図のように, ∠α, ∠β, ∠γをとる。

∠α一 ∠β=∠ γ=∠ FlQ′F2=∠ FlQF2・…(4)

∴  ∠PQP′ =∠ PQ′P′

∴ 四角形QPP′Q′は同一円周上 ………………・6)

∴  ∠QP′Q′ =∠ QPQ′

∴ ∠FlPF2=∠ FlP′F2(補 題 3)

ところで, F3は ,補 題 2よ り四角形 PQF2F3が 同

一円周上にあるような点である。

∴ 方べきの定理よりFlP・FlQ=FlF2・ FlF3

また,(5)より, FlP・FlQ=FlP′ ・FlQ′

∴ FlP′ FlQ′ =FlF2・ FlF3

∴ 四角形P′Q′F3F2は,同 一円周上にある。

∴ ∠P′Q′F2=∠ P′F3F2(補 題 4)・ ……… (6)

…  FlF3   nFlQ
_mFlQ― kc

nFlQ

m     kc~ n   nFlQ

k(m2_n2).F

m     Kc

鼻 =ユ ー鼎 ・FlP… FlF3~n Cn(k2_n2)‐
■̂

(のと方べきの定理および FlF2=Cよ り

R島 ・島L=C需

(m2_n2)F3P
…
  (k2_n2)c

十
k(m2_n 2 ) F l P

そλ略∬第』轟l£ λ[嘉 2彗 鷲よ
'ご
警写111復

と同様のものである。ゆえに, F3を焦点といえ,第

3焦点と名付けられる。

外分枝上の点 Qに ついて, △FlF3Q∽ △FIPF2

より同様にして一nF3Q+kFlQ=mFlF3

ｍ
一
ｎ

〓
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四角形PQF3F2においても同様に

∠PQF2=∠ PF3F2・ ~̈¨̈ …̈………………………………(7)

(4),(6),(7)より∠PF3F2=∠ P′F3F2

つまり, ∠PF3Fl=∠ P′F3Fl………………………………。(8)

[系1] ここで, P′の直線 FlF2に関する対称点

をP′とする。すると,(8)より, F3,P,F′は,同一

直線上にある。図2,図 3参照

ゆえに,逆 にたどれば,定 理 1が成立する。

[系2]直 線 FlP′とF3Qの 交点をQ′とすると四

角形PQQ′P′は,同 一円周上にある。

[証明]

四角形FlF2PP′は,定 理 1よ り同一円周上にある。

∴ ∠Q′P′P=∠ PF2Fl

四角形PQF2F3は,同 一円周上にある。

∴  ∠Q′QP=∠ PF2F3

∴ ∠Q′P′P+∠ Q′QP=∠ PF2Fl

+∠ PF2F3=180°

∴ 四角形 PQQ′P′は,同 一円周上にある。

[系 3]簡 単な考察から, ∠QF3F2=∠ Q′F3F2

より, Q′は,点 Q′の直線 FlF3に 関する対称点であ

る。この系および(4)より

[定理 1′]の F3を 通る直線 (F3QQ′)が 卵形線の外

分枝 と交わる点 Q,Q′ より,第 1,第 2焦 点 Fl,F2

を見込む角は,相 等しいことが言える。

[補題 2]の 四角形 PF2F3Qが 円に内接 し, Fl,P,Q

が同一直線上にあることから,直 接,次 の定理が成立

する。

[定理 2]

第 1焦 点 Flを 通る直線 と卵形線の内分枝,外 分枝

との交点を P,Qと すると,点 P,Qか ら第 2,第 3

焦点 F2,F3を 見込む角は,相 等 しい。

同様に,四 角形 PFlQ′F3が ,円 に内接 し, P,F2,

Q′が同一直線上にあることから,次 の定理が成立す

る。

[定理 3]

第 2焦 点 F2を 通る直線と,直 線 FlF2の 両側にある

内分枝,外 分枝との交点をP,Q′ とすると,点 P,Q′

から,第 1,第 3焦 点を見込む角は,互 いに補角であ

る。

以上,定 理 1,2,3よ り,第 3焦 点が,無 限遠点に

なったとき, P′PF3は ,対 称軸に平行な直線となり,

楕円の場合と一致する。すなわち,デ カル トの卵形線

の第 3焦 点は,卵 形線の特殊な場合の楕円の無限遠点

が,有 限の位置になっていると言える。

また,定 理 1に おける見込み角が,最 大値をとるの

は,第 3焦 点を通る直線が,そ れぞれ内分枝,外 分枝

に接するときである。

このように,デ カル トの卵形線について, 2焦 点を

見込む角に関する初等的新たな性質が見つかったこと

になる。
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