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デカルトの卵形線は,前 論文
1)において,焦 点,準 円,準 線,補 助円などの性質から楕円の

一般化された曲線であることを述べた。本論は,引 き続いて卵形線の円による包絡,お よ
び頂

点 (長軸,短 軸)に おける曲率円
の作図法を考察した。

幻

1.卵 形線を包絡する円群

この節では,あ る円群 を考え,そ の包絡線が卵形線 となることを幾何学的
に示す。

今,図 1に おいて,文 献
1)作図 3に よりP,Qが 求 まり,直 線 12と直線 PQの 交点 をAと す

る。 P,Qが 卵形線 を描 くとき,Aは ,準 円 Sl(中心 ;半径
=Sl;SIA)上 を動 く。 ここで,

012Ml=m ttn'S1012:012S2=n:mとすると,SlA=#cとなる。さて,直線tl,t2は,
文献1)の6に よってP,Qに おける卵形線の接線である。またPに おける卵形線

の法線をnlと

する。 そしてnlと 12の交点をRIと すれば ∠APMl=∠ S2PMl,nlは
△APS2の 外接円の点P

における接線より∠RIPA=∠ PS2Aゆ えに ∠RIPMl=∠ RlMIPと なり
△RIPMlは 二等辺

三角形 となる。(同様に△RlQMIも 二等辺三角形 となる。)こ こ■ 点
Pを 通 り直線 NIMlに 垂

直な直線とll,12の交点をNを,M2と する。する

と∠SlPN,=∠ NちPS2よ りS2M2:M2A=S2

Ml:MlA=m:nと なり,M2を 通 り直線 SIA

に平行 な直線 と直線 SIS2の 交点を021と すれ

ば,M2は 中心 021,半 径 m― nの 卵形線
の補

助円上の′点となる。∠M2PMl=∠ R,△ RIPM1 /
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および (021;021M2)=(021; m■ C,)上 をそ

れぞれ動くとき,Rlは中心00(線分D1202191
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をもつ円周上を動 へざ
た,NちはM2Nち上NIMl

より文献1)の作図 4よ り補助円 021上 にあるこ
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諷轟 ―轟 ン2=轟 =泳偽
このように,円 (00;OoRl),(00;00R2)の 中′しヽおよび半径は補助円 (021; m~n),

(012; m ttn)よ り求められる。またRIP,RlQは 等 しくかつ P,Qに おける卵形線の法線で

ある。ゆえに,円 (Rl;RIMl)は 卵形線にP,Qで 接する円となる。図 2に 示すように円(00

;00Rl)上 に中′とヽをもち,M2Rl=RIM lを 半径, つまりMlM2を 直径 とする円 (Rlを 動点 と

し,直 線 S2Rlょ りMl,M2が 決まる)の 包絡線は卵形線の内,外 分枝である。同様に円 (R2;

R2Nl)の 包絡線も同じ一組の卵形線を与える。これらの同′しヽ円 (00;OoRl)=(Oo;mkcO),

(00;00R2)=(00;nkcO)は その周が卵形線から等距離にあるので,卵 形線に対する等距離

円と名づけることにする。

2.等 距離円と焦点との関係

ここでは,卵 形線の第 3の 焦点 も考慮して前節 と同様な等距離円および等距離円と焦点の関

係を調べる。

図 1に おいて等距離円 (Oo,OoRl),(00;00R2)は 補助円012,021よ り求められた。同

様に卵形線には図 3に おけるような関係にある補助円 (破線の円)(023;n(k~m)CO),(032;

n(k+m)CO), 補助円 (013;m(k~n)CO),(031;m(k ttn)cO)が ある。 ここで, 点0″(1+j,

1,j=1,2,3)を 通り互いに平行な直線h″を引 く。補助円0〃とh″の交′点をH″,Hち とする。今

H〃とHノの中点をR`,H与とH夕の中点をRブとする。すると0″0夕の中点を00と すれば(すべ

ての1,1に対してただ1つ の′点となる),00RIは 等距離円の半径 となり次のように求まる。

半径は,補 助円023,032に対して

(n(k+m)cO+n(k― m)C。)/2=nk CO

(n(k ttm)cO―n(k_m)CO)/2=mn CO

′′■I~~｀ ヽ、
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これを等距離円 Kl,K2,K3と する。

また,焦 点は直線 H″Hノ,HちHノと直線 0″0,の それぞれの交点 Sノ,SIで ぁる。

計算により 0。S,・0。Sプ=0。R′ (i+j tt k) (4)

が成立する。式 (4)は反転を表わしており,焦 点 SIは等距離円 K々に関するSプの反点である。

さらに(4)式より,点 0。,Sl,S2,S3を 与えるとき等距離円 Kl,K2,K3を 求めることができて,

逆 もまた成立する。ゆえに,つ ぎのように述べることができる。

1.卵 形線は一直線上にある等距離円の中心 O。,3焦 点 Sl,S2,S3よ り定められる。

2.卵 形線は同心円である3つ の等距離円より定められる。

3.卵 形線の頂点における曲率円

さて,図 3に おいて等距離円が3つ 求められた。いま,図 4に おいて,焦点 Sl,S3の 組に対

する等距離円 Kl,K3に 対 して Sl,S3を 通 り互いに平行な直線 11,13を引 く。その 11,13と円 K3,

Klと の交点をRl,Rl,R3,R:と する。(図 1に おいて,RIR2,RlR,等 が卵形線の法線であった

ことから),RIR3,R:R:,RiR3,RIR:は 卵形線の法線 となる。また,RIR3,R3Rlと 円 K2の 交

点をR2,R,と すれば,点 Sl,S2,S3円 Kl,K2,K3の 同等性 より,R2R,S3は 同一直線上にあり,

また,SlRち ″S2Rl,SlR2″ S2Rl,R3S2″ S3R2と なる。さて,∠ RlS200=∠ RIS2S3で あるこ

とも簡単な考察からわかる。これにより,RlS2と 円 Klの交点 Rlは点 Rlと 直線 0。S3に 対 し

て対称 となる。同様に RI,R:が求 まる。

補助円 013,031に 対 して

(m(k+n)cOttm(k― n)C。)/2=mk C0

(m(k+n)c。_m(k― n)C。)/2=mn CO

ゆえに等距離円は,中 心を00と し半径 (1),(2),
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図 4
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(3)の二つの同心円であることがわかる。
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/
さて,RIR3,RIR:,R3Rl,RiRlと RIR3,RIRl,R3Rl,RIR:は それぞれ,直 線 0。S3上 で

交わる。それはRと Rに 関する2法 線の交点で,そ のため llが0。S3に一致する極限において

この交点は曲率中′心となる。つまり卵形線の対称軸 (長軸)上 の頂点での曲率中′し、の位置が求

まり曲率半径が次のように求まる。

前節より卵形線の定義式がmrlttnr2=kC(k>m>n>0)の とき,等距離円 Kl,K2,K3の 半径

は(1),(2),(3)となり,(4)式 より

oosl=n2c。,o oS2=m2c。,ooS3=k2c。                      (5)

これよりCiを 図のようにとると極限においても S反 2″S2Rlで R2→ 031,Ri→ 023 Ci→

Clとなることより slci={≒暑ヶ:3f暑―→SlCl==諄ミ器
SiCl=

c(knCottn2c。 ) _   n(k ttn)c
(m+n)(k― m+n)(knC。+n2c。 )十 (kmC。 ―m2c。 )

ここで,Clの 作図法のみ図4-1に 示 した。他 も同様。なお(6)式の計算に(1)～(3),(5)

を使用 した。

さて,卵 形線は補助円 012;021に Vl,V2;V3,V4で 接 しV′は頂点である。

これよりC,VIは長軸頂点 V′の曲率半径 となり,次 のように求まる。(1)～(3),(5),(6)を使っ

て   CiVl=012Vl+S1012~SlCl=(0。 023~00013)+S1012~SiCl

n2c     n(k ttn)c

m2_n2 (m+n)(k― m+n)

同様に C2V2=
(k+m)(k一 n)c
(m+n)(k ttm― n)

C4V4=
(k+m)(k ttn)c

(m― n)(k+m+n)

(6)

=糾 ―
牌

十

_ (k― m)(k+n ) c

( m t t  n ) ( k―m+n)

Q L =

mnc

m2_.2

さて,図 4に おいて,13が円 Klに接するとき

Rl,Riは 一致 し,法 線 RIR3,RiR3は ~致 し,

その交点 R3は,図 5の ような一致 した点 C6と

なることは明らかである。また,こ のとき,法

線は図 1よ り明らかなように00Rl″SlV5と す

ることにより求まる卵形線上の点 V5,V6を 通

る。 さてこの V5,V6は 解析的にはdρ(s)/ds=

0を 満す曲線の頂点であることも考察できる:)

ゆえに点 C5,C6は ,頂 点 (短軸に相等)V5,V6

における曲率中′し、である。図 1の 関係 を考慮し

て00C6〃 S3V6,00C5″ S3V5が 成立し,∠ Rl

V6S3=∠ RlV5S3=∠ Rも 成立する。

ゆえに,曲 率半径 C5V5,C6V6は

C5V5=RlC5~RIV5
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00C5_V k2m2_m2n2c=V00R← 00Cξ―Rβr廿 ―
 m2_評  ~

mv k2_n2_nV′ k2_m2

m2_n2      C
同稽良に C6V6=

mv′k2_n2+nV′ k2_m2

m2_n2

これより,Crを 中′し、,C`VIを 半径 とする6つ の頂点における曲率円が明らかとなった。
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ここで焦′点S3を通る卵形線の接線 tl,t2が短軸頂点の位置を与え, これはS3が 無限遠に行

ったとき楕円に一致する。

以上,卵 形線を包絡する円群の中心は等距離円上にあり, 3つ の等距離円が求まった。また

卵形線の曲率円の幾何学的作図法 およ銭 その証明がなされた。その曲率半径は,卵 形線の定

義式の任意定数 m,n,kの 簡単な関数であることがわかった。

また, ここで, この小論を書 くに当り,御 教示して下さった大阪大学の増田祥三先生に厚 く

おネし申し上げます。
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記号は各円の中心と焦′点
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