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はじめに

微分幾何では凸閉曲線を卵形線 と呼んで

いる。歴史的にはケプラーやカシニなどが、

卵形線の初等的定義方法を見つけている。

ここでは、我々が再発見 した楕円の拡張で

ある卵形線 (デカル トの卵形線
1))に つい

て考える。構円が焦点を二個持ち、その 2

つ の焦点 を共有す る共焦点楕 円が存在す

る。 ところで卵形線は、 3つ の焦点を持つ
1)。

その 3つ の焦点を共有する卵形線族が

あることが予想 され、その作図法を見つけ

た。それは、直極点による卵形線の定義方

法を利用す るものである。 ここでは、共焦

点である卵形線群の描き方、共焦点である

ことの確認 を行 う。

2 楕円を拡張 した卵形線 (Doval)の定義

2.1 双極座標 による卵形線の定義

卵形線 は、双極座標 Z/1±″ら=ル・ιで

定機される。 (k〉m〉n〉o∴m,nは 任意定数,c

は極 (焦点)間 距離、 rl, r2は 、それぞ

れ第一、第二極 か ら曲線上の点 までの距

離)、

第二、第二焦点を極 とする定義式は、

一tF2+″亀=士″。
(12_″

2).`

第二、第一焦点を極 とする定義式は

土″ら十れ =“ワ・
:;}l;:|・

ε
 で ぁ る。

それぞれ、 どれ も同 じ一対 (複号上 :内 分

枝、複号下 :外 分枝)の 卵形線 を描 く。一

対の内外分枝 を併せて ドーパル (Doval)と

呼ぶ ことにす る。

2.2 点と円と比からの新定義

図 1の よ うに 1点 と円からの距離の比が

一定な曲線 として卵形線は定義される。

図 1 点、円、比による卵形線 (内分枝)

2.3 直極点による新定義
2)

《【1直 線 g上 のことなる4点 を取る。左

から0,FちF2,F3とする。これにより、図 2

のように ドーパルは、一意的に決まる。】

作図法 【Fl,F2,F3を通 り直線 gに 垂直な直

線 hl,LLを たてる。次にg上 の F3の右

側に 1点 Tを とる。線分 OTを 直径 とする

円を描く。この円 (動円)と hl,L,h3の交

点を作る。それを Ul,Ul',U2,U2',U3,U3'と

する。 ここで△ UlU2U3(△ UlU2U3'…8個

ある)の 直線 gに 関す る直極点 を Pと す

る。 この Pは FちF2,F3を焦点、Oを 等距離

円の中心 (FちF2を n:mに 内分する点 と外分

する点の中点 :卵形線の内外分枝か ら等距

離にある点が円になる)と す る卵形線上に

ある。 (Tが 、F3の 右側 を動 くとき卵形線

を描 く)】》

図2 直極点による卵形線の定義説明図



3 Dovalの 性質

3.1 第二焦点の文献 1に よる定義

卵形線のおいて、Flを通る半直線が、卵

形線の内分枝、外分枝 と交わる点を P,Qと

す ると、FIP・FlQ =一 定である

また、 g上 に F,P・FlQ=FlF2・F,F3となる

点 F3を第二焦点 とい う。

3.2 短軸 と、第二焦点の新定義

卵形線の内分枝の対称軸の中点 と、その

点か ら卵形線上の最 も近い点を結ぶ線分を

短軸をい う。 この短軸の垂直二等分線は、

第二焦点を通 る
3)。

3 . 3  等距離円の中心か ら Fl、F2, F3ま

での距離 と任意定数の関係

卵形線がmrl±n r2=kCと定義されたとき

OFl=ピ 。c/(m2..n2)

OF2=m2.c/(m2_.2)

OF3=ピ ・C/(m2_ぽ)でぁる。

3.4 離心率と卵形線

卵形線の対称軸上で接する円を補助円と
い う。この円の半径を 1と したとき、円の

中心の左右 に、距離 n/L 祓  (<1)の

位置に Fl, F2がそれぞれある。この ム
m/k を左離心率 eし、右離心率 eRを い う。

卵形線は、この左右の離心率により、形が
一意的に決まる

4 共焦点
r4Jな

Doval群

卵形線には、 3つ の焦点があ り、その

うち任意の 2つ を共有する卵形線群 と、 3

焦点を共有する卵形線群が考えられる。

4.1 2つ の焦点を共有するDovJ群

① 2焦 点 Fl、 F2 が共有な卵形線群

② 2焦 点 Fl、 F3 が共有な卵形線群

③2焦点 F2、 F3 が共有な卵形線群
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4 . 2  3つ の焦点 を共有す る Doval群

卵形線 の直極点の定義 (図 2)に おいて

Fl,FちF3を 固定 し,0を 移動 させて、卵形線

を求めれば、共焦点であることは明 らかで

ある。式では、 x=OFl‐
2.cノ(m2_n2)

FlF2=a=C、 F2F3=b  とすると

OF2=X+a=m2.c/(“
2_ピ

)

OF3=X+a+b=ピ 。c/(m2_n2)

すると、上の 3式 か ら

e L=n/k=sqrt(x/(x+a+b))

e R=m/k=sqrt((x+a)/(x+a+b))

こ こで 、■ bを 固 定 し

xを 変えると、共焦点な卵形線の離心率が

求まる。MapleでeL、 eRか ら描いた。

さて、図 3で は、共焦点な卵形線の内分校

の短軸の垂直二等分線が第二焦点を通るこ

とを示 している。図 4は 、共焦点な卵形線

群の内外分枝 である。x―-0 の時  内外分

枝は、一致 し円になる。
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図 3 3焦 点共有な卵形線群 (内分枝)

とその短軸および垂直 2等 分線

図 4 共 3焦 点な卵形線の内外分校 5ペ ア

5 むすび

楕 円の焦点の共焦点 とい う性質が、それ を

一般化 した卵形線 の焦点に も付随 してお

り、それ を図示できた。 これによリデカル

トの卵形線 (4次 曲線)が 身近なものにな

つた。点、直線、三角形、円など、基本図

形 を用い、その運動 として、卵形線が定義

できるが、今回の内容は、卵形線の光学 レ

ンズ系への応用や、卵形線の物理的応用 を
への糸 口になるのではなかろ うか。
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Appendix

① 直極点とその拡張

直極点 (下図右)と は、 3角 形の 3頂 点か

ら、ある直線に垂線を下し、その足から、

頂点の対辺に、下 した垂線 3本 が交わつた

点をい う。
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② Dovdの 内分枝 (卵形線)、外分枝

軸に関す る一定理":図 学研究、70号 ,1995、
1 2月
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