
卵形線の構図を膨らませた反転 4次 曲面
Inversion‐4th order surface bulged thc composhion ofthc oval
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要約 :卵 形線の空間への拡張 として、平面図形内の線分

を平面に垂直に円でふ くらませることを考えた。その具

体例 として、 トーラスもあるが、ここでは、卵形線の構

図の中の線分をふ くらませた。そ して、その媒介表示式

か ら、擬似 トーラス、自己交差曲面、 2重 閉曲面の画描

を行つた。 これ らの曲面族が、 4次 曲面であることを確

かめた。 さらに、それ らの線分膨 らみ曲面が、反転中心

を持つことが解った。

キィワー ド :空 間幾何 ;線 分膨 らみ曲面/4次 曲面/擬

似 トーラス/自 己交差曲面/2重 閉曲面/反 転

Abstnct Rcccntly, acoording to thc advancement of

hctional tthic so,ware programs, we can draw beautifШ

呻 hics with mathcmatical smcturc. This paper rcpO■も4th

order sutts thosc are consmmd bulgilng senents On a

plane wih thc drcle.When we use a plano∞ mposition of

thc oval to bulgc segments,the surfaces arc named as

Pseudotonis,Sclicrossing srace,and Doublc closed sufaca

Thcse surfaces are 4th order surfac and have a ccnter of

inversion.Wc show thc pphics of thm defmed by

paramctrlc equations.■ ese graphics will makc clcar their

smctrcs and help the research of 4th order surfacc,I hope.

Keywords:3D―Geomew:Settnt― Bulged srace/

4th order surface/PSeudotorus/SeliCЮSSng

surface/Double dosed surface/1nVersion.

1.は じめに

曲面の歴史は古い。 しかし、その画描の歴史は、ここ

20年 ぐらいの関数グラフィックの歴史と言つてもいい

だろう。この中で、代数実 4次 曲面が画描されたのは,

Dupinの サイクライデが初めてではないだろうか。

その定義方法の一つに、"サ イクライデとは、与えられ

た平面に中心を持ち、与えられた 2つ の球に接する動球

の包絡面である"(Chanho ctc, 1989)。 この曲面は、

4次 曲面である。そして、その式は、

(x2+y2+z2_m2+b2)2=4(ax― cm)2+

4b2y2

(x2+y2+z2_m2_b2)2=4(ax― cm)2+

4b2z2

である。

さて、この拙論の膨らみ曲面は、サイクライデとは違

い、平面図形にある線分を円で空間にふくらませるので

ある。ここで述べる卵形膨らみ曲面は、やはり、 4次 曲

面になるが、係数が違い、サイクライデとは、異なつた

族であり、それは、5節 の式と上の式を比較したら解る。

さて、この曲面は、反転中心を持つている。その一つ

は、擬似 トーラスであり、もう一つは、自己交差曲面で

ある。さらに、卵形面を内包する2重 閉曲面である。こ

れらの曲面の基本平面図形とその媒介変数表示の導出と

4次 式および性質の 1つ をここで述べる。実四次曲面の

初等的分類は、サイクライデや卵形膨らみ曲面やさらな

る4次 曲面の発見を待たねばならないと思うが、平面四

次曲線である卵形線から空間に拡張した 3つ の曲面族の

初等的構造とそのCGを 味わっていただきたい。
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2.線 分ふくらみ曲面

1点 Fを 原点とし、平面上をまわる動径 1上 :ξ 2点 、

P,Qが ある時、線分PQの 中点を中心、PQの 長さを

直径とする円板を平面上に垂直に立てて、動径を動かす

ときに出来る立体の表面は、ある曲面である。図 1の よ

うに、こうして出来る曲面を線分ふくらみ曲面と言うこ

とにする。明らかに、動径上に固定された一定の長さの

線分から得られるふくらみ曲面は、トーラスであり、ま

た、PQの 中点がFで 、PQの 長さが不変の時、PQを

直径とする球面が出来る。

図 1 線分ふくらみ曲面

3.卵 形線を描く動径と線分の関係

ここでは、前節の線分PQを 卵形線の図形の中に選ぶ

準備をする。そのため、卵形線の定義から始める。

楕円を拡張した卵形線は、 1点 と定円からの距離の比

が一定な曲線として定義できる。しかし、ここでは、 2

定円より定まる卵形線の内外分枝を定義する図を考え

る。その図のなかに、動径と線分を定め、その動きによ

り、空間曲面を定義する。

3.1  卵形線の定義 (作図法)

[作図法]楕 円を拡張した卵形線は、一方を内包する

2つ の円を定めることによリー意的に定義できる。図 2

において、2円 が中心012,021を もつものとして与え

られているとする。その 2円 の相似中心を,Fl,F2と

する。Fl,F2を 通り、互いに平行な直線を、 11, 12

とする。  11, 12と 円 0"の 交点をそれぞれ、Ml,

Ml';Nl,Nl'と し円021と の交点をそれぞれ、M2,

M2';N2,N2'と する。  円012の 半径0 12Ml,

012Nlの 2直 線にそれぞれ平行な,F2,Flを 通る直

線F2P,FIPの 交点をPと する。図2の 一部を抽出し

た図、図 (Dの ように、Pは なる。同様に、図 2の (b)

のQを 求める。このとき、P,Qは 、 11, 12が 、Fl,

F2を 回転申心に一回転すると、卵形線の内分枝と外分

枝を描く。

Ｆ・ヽ，い
〕ゴ

ノ
/
/

Q

図2 2円 より定義した卵形線とその補助円
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3.2   作図補助線の持つ性質1          ∠M1012Nl=∠ Ml'o12Nl'=∠ FIP'F2

∴ ∠Fl'F2=∠ F.P'F2 よつて、円周角の定

性質 [1]                      理より同一円周上にある。

パップスの定理より、Ml,P、 Nlは 共線であり、M2,   性質 [5]

N2,Qも 共線である。                 上記の性質より、F,P'か ら2点 Fl,F2を 見込む角

性質 [2]                      は等しい。 .・.ノ ー ト (蛭子丼, 1"6)よ
・
り図 3に おい

直線MtNlと M2'N2は 、点Pで 直交する。なぜなら、  て、直線

'P'は

、第二焦点F3を 通る。

2(α +β )=180° より α+β =90°      性質 [6]

直線M2N2と Ml'Nlも Qで 直交する。         4点 Fl,Q,Q',F2は 、同一円周上にある。 ∵

性質 [3]                      ∠FlQF2=∠ FlQF2=∠ M2021N2=∠ M2'021

3点 Fl,P,Qは 、共線である。∵ F2が 相似中心よ  N2'=∠ FlQ'F2

り、012Nl〃02,N2、    
‐
             ∴ ∠F:QF2=∠ F=Q'F2よ り、円周角の定理よ

条件より、012Nl〃 FlP,021N2〃 FlQ        り同一円周上にある。

∴FlP〃 FlQ ゆえに、Fl,P,Qは 、共線      性質 [7]

同様に3点 Fl,P',Q'も 共線である。         [5]と 同様に直線QQ'は 、第二焦点F3を 通る。

性質 [8]

3.3  P,Qが 卵形線を描くことの証明       3点 Q,F2, P'は 、共線である。

∵ 図2において、Flが相似中心であることより,

図 2に おいて、 FlPと 12の 交点をAと す ると、     021M2〃 012Ml'条 件 より021M2〃 F2Q,012Ml'〃

FlA〃 012Nlよ り、円012の 半径一定より、 FlAは 、  F2P'・ ・・ F2Q〃 F2P'・ ・・ Q,F2,P'は 、共線

一定になる。つま り、Aは 、 12が F2を 中心に一回転す   性質 [9]

る と、定円 (中心 Fl、 半径 FlA)を 描 く。 ここで、   四角形 QPP'Q'は 、同一円周上にある。

F2Nl:NlA=F2012:012F l=minと す ると、   ∵ [8]の 性質 と,Q;0、 P';0'の FlF2に 関

また△ F2PAに おいて、直線 P Nlは 、∠ F2PAの 二   す る対称性 より .・.∠ QF2F:=∠ P'F2F. ・̈ ①

等分線、 ゆえに、P F2:PA=F2Nl:NlA=F2  [4]の 性質より、内接四角形FFlF2P'に ついて

012:012F.=m:n                の角 を考え  ∠Fl'P'=∠ P'F2F8~° ②

故に,PF2:PA=m:n一 定 より、 Pは 、定円 (Fl  [6]の 性質より

;F,A)と 点 F2か らの距離の比が二定な点である。こ     ∠登Q'Fl=∠ OF2Fl・ ・・③

の とき、 J=FlA=FlP+PA=FIP+(n/m)F2P   ①②③ より   ∠ F='P'=∠ OQ'Fl

故 に、双極 (Fl,F2)座 標 (FlP=rl,F2P=  ・・・ 四角形 0「 P'Q'の 内対角の和が 186・ にな り、

r2)で  rl+(n/m)r2=J Jは 定数      四角形は、同一円周上にある。

∴ mrl+n r2=mJ                 性質 [10]

これより Pは 、デカル トの卵形線上にある。        四角形P'F2F3Q'は 、同一円周上にある

Qについても同様にしてmrl―n r2=mJ        ∵ [9]より、 ∠OQ'P'=∠ P''Fl

よ   ∠ 'PF=∠ P'FF

3.4 作図補助線の性質2              .・ . ∠OQ'P'=∠ P'F2F3

ゆえに、四角形0'P'F2F.は 、同一円周上にある。

さて、図 3は 、図 2を 直線 FlF2を 対称軸に部分的に  性質 [11] 四角形 P~'FlQ~F.は 、同一円周上にあ

対称移動させたものである。つま り、直線 F,PQと 直  る。

線 F=FOは 、直線 FIF2に 関して対称である。また、  ∵P、

'の

対称性より ∠FlF3''=∠

'F3Fl図 3左 部分図の 5つ の円について、証明を行 う。      性質 [10]よ り ∠F2FsP'=∠ F2Q'P'

性質 [4]                      性質 [6]よ り∠F2Q'Fl=∠ FlQF2

4点 Fl,',P',F2は 、同一円周上にある。 なぜ  0、 F2、 F'共 線より∠F:F3''=∠ F10''

なら、図 2と 図 3の Pと 下の対称性より ∠F,P F2=   さて、 3, 1,3.4節 で、P、 Q、 P'、 Q'、 P、
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Q、 P'、 Q'、 Fl,F2,F3の 共線共円関係を調

べたが、それにより、図 3の左部分図の関係が成立する。

図 3 卵形線上の点と線分膨らませ動径

4.卵 形線の構図より派生する線分膨らみ曲面

3節 より、図 3の ような,P,Q,P',Q',F,,

F2,F3の 共円共線関係の図形から線分膨らみ曲面を考

える。

4.1 第一焦点 Flを 通る動径上の線分 P'Q'か ら

派生する曲面

Flを 原点とし、動径FlP'Q'の 上の線分P'Q'の

長さと位置に関して、点P',Q'は 、図 4の ように座

標が (rl, θ)、 (ri', θ)と して定まる卵形線上の

点である。そして、第一焦点を通る動径上の線分P'Q

'(ま たはPQ)よ り出来る曲面は、次のようになる。

mrl士 n r2=kC~° ① 卵形線の定義式

r22=c2+r12_2 ric cOs θ¨。② 余弦定理①②を

満たす動径 rl,rl'が 作る線分 (2× FlR(CP'))

と、原点からその中点Cま での距離FlCは 、

次のように求まる。①よりn2r22=(kc_mrl)2

この式に②のr22を代入して、rlについて整理すると

(m2_n2)r12二 2c(km一 n2cos θ)rl+

(k2_n2)c2=0・ ・・③

③の2つの解rl, ■1'は 、2次方程式の解と係数の関

係より、和と積に関して

FlC=(rl+rl')/2

すなわち、P、 P'、 Q'、 Qは 、同一円周上にあり、

Q、 Fl,P'、 F3は、同一円周上にあることである。

=c(km― n2cos θ)/(m2_n2)

rl■ 1'=(k2_n2)c2/(m2_n2)

F l R = l  r l― rl'1/2

=(FlC2_rirl'μ摯鉾

ここで、線分膨 らみ曲面は、線分の中心が、中心 C(原

点か らFlCの 距離)で 、半径 ClRの 円周上の点だか

ら   原点  Fl

x=FlC∞ sθ ― F l R cos t∞sθ

y=Fl Rsh t

z=F l C sin θ― F l R oos t sin θ

これは、FlC、 FlRを 上述の式を使 うと、x、 y、

zが 、 tと θの媒介変数表示であることを意味する。

Maple Vで (不, y, z)を 図示すると、図 5の ように

なる。擬似 トーラスである。

卵形線上の点と線分膨らませ動径
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図 5 擬似トーラス

4.2 第二焦点 F2を通る動径上の線分QP'か ら派

生する曲面

点Q,P'は 、座標が、図6の ように定まる卵形線

上の点である。 4.1と 同様にして

F2P' は mrl+n r2=kC

r12=c2+r22_2r2c cos θ   より

rlを 消去 して k>m>n>0 より

(m2_n2)r22_2(m2cos θ_kn)c r2+

(m2_k2)c2=0

この正の解をP'■ 2+  ¨°①

F2Qは  mri― n r2=kC

r12=c2+r22_2r2C∞ Sθ '   より

rlを 消去 して  θ'=π ―θ, k>m>n>0 より

(m2_n2)r22_2(― m2cos θ+kn)c r2+

(m2_k2)c2=0

この正の解をQr2+と する。

Q、 P'の 中点Cに 関してF2Cは 、

F 2 C = I Q r 2 + ~ P ' r 2 + 1 / 2

= ( _ m 2 c o s  θ+kn)c/( m 2 _ n 2 )

Q P ' / 2 = F 2 Rに 関して、

F2R=(Qr2 + + P '■ 2+)/2

=c((_m 2。 。s θttkn)2

_(m2_n2)(m2_k2))1/2

/(m2_n2)

ゆえにF2,Q、 P'に よる線分膨らみ曲面は、

x=F2C∞ sθ ― F2R oos t cos θ

y=F2Rsh t

z=F2C sin θ― F2R∞ stsh θ

これを、M■ le Vで (X,y, z)を 図示すると、図

7の ようになる。これは、自己交差曲面である。

内部の交差の様子を見るため、曲面の一部を省略し窓

を開けている。

図6 動径と膨らませ線分

図 7 自己交差曲面

4.3 第 3焦点を通る動径上の線分 P'Pお よびQ'

Q~から派生する曲面

P'、 Pに 関して4. 1と 同様にして 図 8よ り

krl+n r3=mc'・ ・。①

r12=r32+c'2_2 rsc'∞ sθ  ¨。②

c'=(k2-n2)c/(m2_n2)

ここで、①式は文献 (蛭子丼,1996)を 参照。

rlを 消去して

r3の 2次 方程式から、4。 1と 同様にして

F3C=(k2cos θ_mn)c'/(k2_n2)

F3R=c'((k2cos θ_mn)2

_(k2_n2)(k2-m2))1/2

/(k2_n2)
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x=F3C cos θ― F3R∞ st∞ sθ

y=F3R sin t

z=F3C sin θ― F3R cos t sh θ

原点  F3

上式は、P~、P'の 内分枝についてであったが、こ、

Q'の 外分枝については、上式でnを 一nとすればよい。

さて、上式の (x、 y、 z)に 関するθの値は、

k rlttn r3=mC

rl=r9+c 2_2 rsc oOs θ

c' =(k2_n2)C/(m2_n2)

r3=rl+C 2_2■ lc ∞sθ'

θ'=c/(kc/m)=m/k より

rl, r3, θ' を消去して

∞sθ =(((k2_m2)(k2_n2))1/2土 mn)

/k2

θl=∞ s~1{(((k2_m2)(k2_n2))1/2士 mn)

/k2}

―θl<θ <θ l

ここで、内分枝の式は,mnで 、

外分枝の式は、一mnで ある。

θlは 、"卵 形線の頂点の接線は、第 3焦 点を通る"

と言 う性質 (蛭子丼, 1976)を 用いた。

図 9は 、 2重 閉曲面で、中の卵形面を見るため、外部

の曲面の一部を省略 し、窓を開けている。

図 8 動径と膨らませ線分

図 9 2重 閉曲面

5 卵形線膨らみ曲面の性質

5.1 4次 曲面であること

4節 は、一般に、次の形をした媒介変数表示である。

x=C∞ sθ ―R∞ st∞ sθ

y=Rsh t

z=C sin θ一R00s t sin θ

R2=c2_K

Cは ∞sθ の 1次 式 (C=A∞ sθ +B)、 Kは 定数。

cos θ =X/(X2+z2)1/2

tan θ=Z/X

上式より θ、 tを 消去すると

(R∞ st∞ sθ )2+(R∞ s t sin θ)2

+(R sin t)2

=(C cos θ―X)2+y2+(C sin θ― Z)2

R2=c2_2C(X cos θ+Z sin θ)+X2+Y2+

z2

2C(X2+z2)1/2=K+X2+Y2+z2

2B(X2+z2)1/2=K+X2-2AX+Y2+z2

以上 より 次の四次式を得 る

4B2(x2+z2)=(x2_2AX+Y2+z2+K)2

擬似 トーラス  ーn2c/(m2_n2)

自己交差曲面   ―m2c/(m2_n2)

2重 閉曲面 k2c/ (m2_n2)

擬似トーラス  kmc/(m2_n2)

自己交差曲面   knc/(m2_n2)

2重 閉曲面 ±mnc/(m2_n2)

擬似トーラス (k2-n2)c2/(m2_n2)

自己交差曲面 (m2_k2)c2/(m2_n2)

2重開曲面  (k2_m2)(k2_n2)c2

/(m2_n2)2

Ａ

Ａ

Ａ

Ｂ

Ｂ

Ｂ

Ｋ

Ｋ

Ｋ
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なお、 θは、右回り左回りに関してθ'=π 一θを利用

5.2 卵形線膨らみ曲面は、反転の中心を持つ

一般に平面図形において図 10の 方べきの定理

rirl'=r2r2'=d2 dは 定数 を満たす とき

Rlと Rl'は 、互いに反転の関係にある。 卵形

線膨 らみ曲面は、対称断面が、 3節 の卵形線の内外分枝

の構図を含み、それから派生した曲面である。

その構図は、卵形線の内外分枝と、その焦点Fl(F2,

F3も 同様)を 通る動径 との 2交 点は、焦点を反転の中

心とする反転の関係 (ロックウッド, 1964)に ある。

図 11に おいて FlP・ FlQ=FlF2・ FlF3で 定数

となるからである。また、焦点 Flを 通る直線 1と 膨 ら

み円板の円周上の点 S,Tに ついて

F:S・ FlT=F,P・ FlQ=FlF2・ FlF3=定 数

となり S,Tは 、 Flに 関して反転である。故に、 4

節の擬似 トーラスは、Flを 通る任意の直線 とこの曲面

との交点は、反転の関係にあり反転中心 Flを もつ。 自

己交差曲面については、F2が 、反転中心であり、 2重

閉曲面は、 F3が 反転の中心である。

図 10 方べきの定理

Fl

図 11 反転中心

6 その他の膨らみ曲面

その他の膨らみ曲面として、平面図形の螺旋曲線上

の線分を膨らます。図 12 また、2重 円を動径で切断

した線分を膨らませる。図 13

図 12 螺旋の膨 らませ

図 13 2重 円の膨 らませ

7 むすび

以上、線分膨らみ曲面を定義し、卵形線の 2つ の補

助円による作図法の図に適用し、擬似 トーラス、自己交

差曲面、2重 閉曲面を得た。それらが、4次 曲面であり、

また、反転曲面であることが解った。さらに、3つ の曲

面は、それ自身、それぞれ、2つ ずつ対称面を持つ。

また、螺旋や 2重 円を膨らませた。なお、拙論 (蛭子丼、

1"5)で 定義したJF形面は、この2重 閉曲面の内側の膨

らみ曲面である。

ここで、この拙論が, 8th ICECGDGで 、発表した原

稿を手直ししたものであることをご了承願いたい。
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さて、これらの曲面の画描は、現代のコンピュータの発

達のおかげであり、科学技術ソフ トの開発者に感謝 した

い。また、線分膨 らみ曲面は、4次 曲面の研究ばかりで

なく、工学の分野にも役立つ曲面だと思われる。曲面論

の発展の一助となれば幸いである。
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〉#FUKURAMikyOkumen(2000-7-:4):
〉#mrl土 nr2=ko
〉,RIshin‖tu ER EL yori Ova!wo●c●kじ

す器蹴嘲leはm
〉■k:=7:m:=4:n:■3:●■10:
〉#aOFk■0/(m―n】
>1●1=kttc/(m+n);
〉|●●:=2■m■n*o/(m^2-n^2):
〉■er:=m/k:eL=n/k:
〉#input[2]and henkan
〉●o:=200:aiF50:ooF100:
〉●:=2■●o■oO■a1/(ao*ao一alⅢ●i):
〉er:=oo/(ao―●:):
〉●|:=oo/(aoキal):
〉#input〔31 ond henkan
>#er=9/10・●L二6/10:c■10:
〉#o●:=2■ore:*c/(er■er―e:tel):
〉ra。:=c/(er―●!〉
〉rai:=c/(er●●I):
>rl c:=(er―ei^2■oos(3)》0/(er^2-ei^2):
〉rl■=sqrt(rl c・2-(1-cl^21t(c・2)/(er^2-er2))
〉xt:=rl●*cos(3)―rl r■●os(t)*cos(s):
〉yt=rl r■dn(t〉
〉zt:=rl。キsin(s)―rl′■●os(t)*sin(s):
〉plot3d([xt,ytzt],t=0__2■Pi,s=0 2*Pi):

ζ潔[11」「:1:『妥ぶ撫夕肛『1,^a〉
yt=」,t=α2ホR =́0■■ホ円〉

r2●=sqrt(r2c^2-(er^2-1‐2)Ⅲ(c^2)/(er‐2-ol^2)〉
xs:=r2●■●os(s卜r2rホcOs(t)ホ。os(s):
ys:=r2■sinlt)
2●:=r2o*sin(s)―r2rホcos(t)*sin(s):
p:ot3d([xs,ys,2S],t-0.8*Pi..2■Pi,s=0 2*Pi):
plot3d([xs,ys,2S],t=0..2ホPi,s=0..1.2ホPi):

:釧魅 )肛 1`瞥Fバ
er2-dη》ぃ′」■=田2*口●=m2*R〉

r3●:=(cos(s)―erキel)*●3/(1^2-el^2):
r3●=sqrt(r3●̂2-(1^2-er^2)■(●3^2)/(1^2-er2))
ss:=arccos((sqrt((1^2-er^2)*(1^2-e:^2))+erホeD〉

x●:=r3●■●os(s)―r3澪cos(t)■●os(3):
yn:=r3辮sin(t)
zn:=r3●ホsin(s)―r3rtcos(1)*sin(s)
●gn:=pl●t3d([xn・yn,2n],t~0..2ⅢPLs■―SS_.SS〉
●3:=(1^2-e:‐2)*●/(er2-●|^2)

えびすい ひろたか

1950生 阪大工学部応用物理学専攻修了後 高校数学教

師、コンピュータ研究員 現在 FREE

卵形線、卵形面など、構成、数理幾何学に興味

1‐2-er‐2)*(c3^2)/(1^2-er2))
1・2-er・2)■(1・2-ei^2))―er*o:)/1^2):
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