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デカルトの卵形線の内外分枝の非対称軸について
On asymmetry axes ofthe Oval ofl)escartes

蛭子丼 博孝 Hfr。ねねfbたJ

概要

デカルトの卵形線の外分枝には対称軸 (外短軸 X2)と 非

対称軸 (外長軸)の 2つがあり,後 者の定義は,“対称軸の

中点と,そ こから外分枝上のもっとも遠い点とを結ぶ線分"

である.そ の長さは,対 称軸の長さの半分をa。とし,左 右

離心率をcL,CRとすれば,a。 (1+cLCR)1/2である。ところ

で,デ カルトの卵形線の極限がカルジオイドであり,そ の外

長軸を考えることができる.ま た,内 分枝の対称軸 (内長軸

×2)と 非対称軸 (内短軸)と 外分枝の外短軸,外 長軸の4

つの軸の長さについて

(内短軸/内 長軸)2+(外長軸/外 短軸)2=2

である計量不変式が成り立つ.
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■わsfracf

We deflne the inner(+)and the outer(― )part Of the

Cartesian Oval as mrl±nr2=kC On bipolar coordinates.

We can consider on Minor axis(aSymmetry axis)of the

inner part of the Oval,and can deinc Mttor aXiS(aSymme―

try a対s)of the Outer part of the Oval This mttor aXiS iS a

segment which connects the nliddle point O of sylninetry

axis and thc point Fp on thc oval, which is at the longest

distance from the point O Then,the length of maOr axis is

aO(1+eL CR)ν
2(where ao is a half of the length of the

syminetry―axis, cL, eR are left and Hght eccentHcity of the

Oval,respectively)And,we can say that Cardioid is the

special case of Cartesian Oval ln this case, cL and eR are

e q u a l  t o  l  a n d  t h e  l e n g t h  o f  t h e  m t t o r  a X i S  i s  a o  2ν2

Morcovcr,we have found the following Lemma

[Lemma]Let bi be the length of Minor axis of the inner

pan Of the Oval, let ai and ao be the half length of

synlmeu7-axis Of the inner and outer part,respectively Let

bo be the length of the MaJor axiS Of the outer part Then,

the fonowing invanant holds (bi/ai)2+(b。/a。)2=2

Kewordsr ova1/Outer p狙 /MaOr a対 s and its length/

1nvanant

1.は じめに

デカルトの卵形線は,楕 円の拡張であり,そ の性質

は,他 の凸閉曲線としての卵形線
[11に比べ,は るかに

様々な,古 典幾何学的性質を持っている。その中で,楕

円の短軸に相当する概念を見つけ以前報告
[2]してきた。

そのとき,デ カルトの卵形線がいわゆる凸の卵形線とな

る内分枝に話を限って考察した。しかし,デ カルトの卵

形線は, xy座 標系では, 4次 曲線であり,二 重の閉曲

線であり,そ の内分枝,外 分枝を合わせたものとしての

性質もあり,今 回は,そ の外分枝にも短軸に相当する概

念を定義し,そ の性質を考察した。また,外 分枝は,特

別の場合に,カ ルジオイドという曲線になる。この特殊

例についても,若 干の考察を行った。最後に,こ の卵形

線という4次 曲線の内分枝と外分枝の両方の軸の長さに

関する計量的な不変式を見いだしたのでここに報告す

る。

2.外 分校の定義

卵形線の外分枝の定義は,拙 論 2)の 内分枝の定義と

同様のものであると言えるが,再 度,外 分枝のみに着目

して以下に述べる。

「外分枝の定義 1」

図1のように,『定円と定点 (定円内)か らの距離の

比が一定な曲線で,定 円外にある閉曲線』をいう。ここ

で,定 円からの距離とは, 1点 と円周上の点とを結ぶ,

定円から最短の距離をいう。このとき,一 点から定円ま

での距離である線分は,定 円の法線上 (中心線上)に あ

る。

「外分枝の定義2」

双極座標では,次 の式で表される。

mr〕…nr2=kC(k>m>n>0) (1)

ここで,rl,r2は , 2つ の極から曲線上までの距離

で,cは ,双 極間の距離である。

「外分枝の定義3」

図2のように 『定円0の 1つの半径上に2定点をと
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る。その2定点 (Fl,F2)を 通る互いに平行な直線11,

12と円周との交点をM,M',N,N'と する。ここで,直 線

MNの 延長上にON〃 FlQと なる点Qを とる.(こ のと

き,パ ップスの定理より,OM〃 F2Qで ある.)つ ぎ

に,直 線11,12をFl,F2を 中心に回転させ,同 様な作

図より,Qの 点列を求めると,そ れは,デ カルトの卵

形線の外分枝を描く。』

図 2 定義 3

「定義1が定義2と同値であることの証明」

定義 1よ り,FlA+AQ=QFl,よ って,R十 (n/m)r2=rl

mrl~nr2=mR=kcと なる。R=(kc)/mと おけ|ゴよい。

「定義3が定義2と同値であることの証明」

図 2に おいて,FlF2=C,OFl:OF2=n:mと すると,

任意定数 kを 含むので m≠ nの とき

ON=OM=kcl(m― n)と おける。すると,△ OMNは ,

二等辺三角形でありON〃 FlQと ,OM〃 F2Qよ りFl

Qと F2Nの 交点をAと すると△AQF2の Qに おける外

角の二等分線が,QNで ある。

よって,F2Q:QA=F2N:NA=OF2:OFl=m:n

FlQ=rl, F2Q=r2. . 。(4)とすると

FlQ― QA〓 FlAおよび(2),(3),(4)より

rl― (n/m)r2=kC/m ∴mrl― nr2=kC

さて,円 0の 外部に点 Qが あり,外 分枝は,直 線 Fl

F2に関して対称であることも明らかである。さらに,

外分枝は,円 0と 直線 FlF2の交点Vl,V2で 円 0と 接

することも,11,12が直線 FlF2と重なるように動 くこ

とからも明らかである。逆に,円 0は ,卵 形線の外分

枝の内接円である.

さて,円 0の 半径 OM=kcl(m― n)と おけることか

ら,こ の長さで外分枝を規格化する,デ カルトの卵形線

の外分枝族は,図 3の ようになる。ここで,円 0に 対

して,

OFl10VI=(cn/(m― n)).(kc/(m― n))=n′ k=

eL<1

同様にして OF2.OVl=m lk=eR<1と なり,内 分枝

の場合と同様,eL,eRが 外分枝における左離心率,右 離

心率である。図 3の カッコ内数値は,(eL,eR)である。

さて,対 称軸の線分VlV2を卵形線の外分枝の外短軸

と呼ぶことにする.こ れは,内 分枝の長軸に相当する。
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.・.QA=(n‐m)F2Q

またFlA=ON(m― n)′′m=kc/m
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図 1 定義 1



3.外 分校の長軸

3-1.外 分校の長軸の定義

2節で外分枝の外短軸が分かった。そこで,外 分枝に

内分枝の短軸と同様の概念を定義する.図 4の ように

『卵形線の外分枝の長軸は,そ の対称軸の中点と外分枝

上の点Qを 結ぶ線分の内最も長いもの』と定義する。

性質について,そ の性質と図のみを列記する。なお,前

節から明らかに,外 長軸は,非 対称軸である。

性質 [1]卵 形線の外分枝の外長軸は,遠 点 (FP)にお

ける卵形線の法線上にある。図 5-1は ,一 般の位置の

法線の作図法
□
,図 5-2は ,外 長軸の位置と法線であ

る。

性質 [2]外 長軸上の端点 (遠点)は ,微 分幾何学上の

頂点ではない。つまり,頂 点の定義 3に よる作図法は,

図 6の ようになる。すなわち,直 線 11とFIF2が垂直で

cosO〓mlkの 時である。なお,頂 点での接線は,第 3

焦点を通る。証明は,拙 論
[4〕
参照。

図 5-1 外分枝の法線

図 6 外分枝の頂点

0    -2

ノ
図4 長軸 (外長軸)の 定義

3-2.外 分枝の長軸の位置とその導出

外分枝が,mrl― nr2=kCで 定義されているとき,図

4におけるように,対 称軸をx軸,そ の中点を原点0

(0,0),外 分枝上の点をQ(X,Y)と する。∠QFlF2
=0と すると,OFl=nc‐′(m―n)よ り,余 弦定理を用

いて

x2+Y2=r′ +(nc/(m― n))2

-2 rl(nc/(m― n))cos(π -0)

また,△ QFlF2において,余弦定理より,

r2=rl+C2_2ric cos 0

(1 (ヽ5 (ヽ6)式より,r2,0を 消去すると

OQ2=x2+Y2=― min(rl―kc(m― n))2+(k2+mn)C2(m― n)2

0Qは ,上 式が,rlの 2次 式 よ り,rl=kc'(m― n)

のとき,最 大値y((k2+mn)C21(m~n)2)を とる.こ

れは,前 節の円0の OM=ao=kc/(m― n)と eL,eR

を用いて表せば,bo=ao/(1+eL eR)と なる。ところ

で,ao=kc/(m― n)は ,外 分枝の定義式 mri― nr2=

kcに おいてrl=r2のときの rl=kc/(m―n)と 一致す

る。

ゆえに,『卵形線の外分枝の長軸 (外長軸と呼ぶこと

にする.)は ,焦 点 Fl,F2か ら等距離にある卵形線上

の点 (遠点 FPと 呼ぶ)と ,対 称軸の中心を結ぶ線分で

ある。その長さは,bo=aOy(1+eL eR)で ある。』

3-3.外 分枝の外長軸の性質

ここでは,の 卵形線の内分枝の短軸の性質
国と同様の

に)

(6)

図 5-2 外長軸は法線
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図 7 同心円間の外分枝

性質 [3]図 7の ように,外 分枝は,そ の内接補助円と

外接補助円の2つ の同心円の間の空間に存在する.

性質 [4]内 短軸の場合
〔5]と同様に,図 7の ように,外

長軸の垂直二等分線は,第 3焦点を通る。

3-4.卵 形線の外分校としてのカルジオイドの外長軸

カルジオイド〔
6]は
,古 くから心臓形として知られてい

る。その式は,図 8の ように,極 座標の原点,始 線をと

ると,r=aO(1-cosO)          (7)

で表される。

ところで,デ カルトの卵形線の外分枝の極座標表示

は ,

図 8 カルジオイ ドの外長軸

4.卵 形線の内分校 の短軸 (内短軸)と 外分枝

の長軸 (外長軸)の 関係

デカルトの卵形線は, 2節 の定義 1で表されるとき,

円内と円外に同じ比をもつ内分枝と外分枝が,描 ける。

つまり,定 義 2で は,mrl± nr2=kCと なり,± の符号

をもつ 2つ の式で表されることになる。

この内分枝と外分枝の関係は,小 論
[7]における作図法

『任意の 2つ の円 012,円 Oaが 補助円として与えられて

いるとき,こ の卵形線を描くこと。』における図 9-1

のような関係をもつ。つまり,内 分枝の外接円としての

円012と外分枝の内接円としての円Oれがあるとき,そ

の 2つ の相似中心が,Fl,F2で ある。ここで,円 O12は,

円 Oaに 含まれる。その時,Fl,F2と 円 O12に定義 3を

適用し,Fl,F2と 円0.に 定義 3を 適用しても,内 ,外

分枝が得られる。また,図 9は ,内 分枝の内接円 (内短

軸補助円)と 外分枝の外接円 (外長軸補助円)を 描いて

いる。この4つ の円の半径は,内 分枝の短軸と長軸の関

係,外 分枝の短軸 (外対称軸)と 長軸 (外長軸)の 関係

より,短 い順に次の4つ である.

aiV(1-eL eR)=bi,ai,aO,aoノ(1+eL eR)=bO

となる。

ここで,(bi/ai)2=1_eL eR

(bo/ao)2= 1 +eL eRよ り

「定理」(bi/ai)2+(b。/ao)2=2

が成立する。ただし, 0<biく ai,aoくbo<万 a。.

これは,二 重閉曲線である卵形線の内接または,外 接

する4つ の円の半径に関する式であり,式 は,離 心率と

いうパラメータを含んでなく,そ の離心率よらないデカ

ルトの卵形線族全体に共通の性質である。それ故,こ の

式を,デ カルトの卵形線の内外分枝の存在範囲の計量的

不変式ということができる。

r=c{km― n2cos O+n

_n2)}/(In 2_n2). . .

(n2cos20_2 km cos O+k2+m2

(8)

ここで,ao=kc′/(m―n)であり,nlk=eL,m/k=eR

を1に近づける操作をすると,

r={1 -(n/k)2cos O+(n/k) (((n/k)cosO)2_2(m

/k)cos O+1+(m/k)2_(n/k)2)}.kcl(m― n)・ 11

((m/k)+(nlk))

より,こ の式は,(7)式 に一致する。

さて,ao=kc/(m― n),eL,eR→ 1の と き, 3-2節

における外分枝の外長軸の長さは,

bo=ao″/(1+eL eR)→√アa。となる。

つまり,外分枝の内接補助円の〃7倍が,外接補助円

の半径になるのである。

これは,(7)における0=π 12の とき,r=aoで 図8

のようにカルジオイドの対称軸の中点からの距離が最も

長い長さが〃7a。 になることを意味している.

このように,外 分枝の長軸の長さは,eL=1, eR=1

の極限のとき,最大でも対称軸の長さの〃7倍であるこ

とを意味している。
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図 9-3(内 円が点に近い時)

5.む すび

これまでに見てきたように,デ カルトの卵形線には,

外分枝があり,そ の非対称軸である外長軸について, 3

節のような様々な性質が,分 かってきた。さらに,デ カ

ルトの卵形線という4次曲線 『mrl±nr2=kCを xy座

標に直すと [m2(x2+y2)十n2{(x_c)2+y2}_k2c2]2=4

m2n2{(x_c)2+y2〕(x2+y2)』は,内 分枝と外分枝があ

り,そ の曲線の存在範囲が,任 意定数のパラメータk,

m,n,c(k>m>n>0)の 値に関わらず,軸 の長さ

について,

(内短軸/内 対称軸)2+(外 長軸/外 対称軸)2=1/2

という,古 典幾何の計量的不変な性質をもつことが分

かった。

さらに,内 短軸と外長軸の性質について,そ の軸の交

点は,何 を意味するのか,内 分枝の外接円と外分枝の内

接円,つ まり,2つ の補助円から卵形線は,作 図 (定義)

できるが,内 分枝の内接円 (内短軸を半径とする円)と

外分枝の外接円 (外長軸を半径とする円)の 2つ の補助

円から卵形線を定義する方法はないのか等,こ れか ら

内,外 分枝の間の性質を調べる必要がある。これは,楕

円にはない, 4次 曲線としての卵形線固有の幾何学的性

質だからである。
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図9-1 2円 による卵形線(内包)

図 9-2(内 接)
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