
デカルトの卵形線の短軸に関する一定理*

このノートは,一 定理の証明とその作図に関するも

のである。図には,作 図線の順序を記してある。そし

て,証 明は,そ の順序を追うことにより解かるように

した。さらに,解 析的証明も付け加える。

!.[定 理]デ カル トの卵形線の短軸の垂直二等分線

は,卵 形線の第 3焦点を通る。

(定義 1) この卵形線の短軸とは,小 論1)におけ

るように,卵 形線の第 1,第 2焦点から,対 称軸の長

さの半分に等しい距離にある点と,対 称軸の中点012

を結ぶ線分をいう。

(定義 2) 卵形線の第3焦点とは,卵 形線を定義す

る双極座標式の第 1極 (焦点),第 2極 (第2焦 点)

を結ぶ直線上にある点である。そして,そ の第 1極 と

第3の点 (第3焦点)を 用いると,そ れらを双極とす

る双極座標式により定義する卵形線が同じ位置に描け

る。その式Dは , mrl+nr2=kC

"3+hl=m需

またRL=需

2.[証 明]

(円,線 分,点 を番号で示す。)図 参照。

① :=卵 形線に外接する補助円012を描く。(逆に,

補助円012に内接する卵形線を考える。)② :=中 心

線を引く。③,④ :=第 1焦点,第 2焦点 Fl, F2を

定める。④
′
:=012Fl:012F2=n:m=eL i eR

と考える。⑤,⑥ :=短 軸端点 (近点)を 求める。つ
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まり, Fl, F2を中心に,補 助円012の半径に等しい

半径の円を描き,そ の交点を求める。⑦ :=短 軸端点

NPとする。③ :=① を通り,⑥ に平行に直線を引く。

⑨ :=③ と円①の交点をNと する。すると, 012F2

NPNは ,平 行四辺形。∴FlF2〃 NNP ⑩ :=① を通

り⑤と平行に直線を引く。⑪ :=同 様に交点をMと

する。すると, F1012MNPは 平行四辺形。∴FlF2〃

MNP ⑫ :=N,NP,Mは ,同一直線上にある。⑬,

⑭ :=パ ップスの定理よりFlN〃 F2M,こ のとき,

四角形FlNMF2は 平行四辺形。さて⑮ :=△ FlF2NP

の外接円を描く。ここで,△ NPFlF2は,二 等辺三角

形より,直線NNPM⑫ は,外接円の接線 (tl)となる。

⑮ :=接 線NP012と外接円の交点をUPと する。⑫,

⑬ :=UPに おける外接円の接線 (t2)と直線FlF2の

交点を00とする。なお,余 談になるが,⑩ ,⑩ ,⑬
=(② )は ,同 一直線上にある。

次に, 00012の長さを求める。⑮⑫より弦NPUPに

対する接線がtl,t2よ り∠α=∠ βo ② 〃⑫ より

∠α = ∠/ ∴∠β = ∠γ = ∠/ ∴△012UP00 1ま二

等辺三角形。ここで,② ,② :=00か らNPUPへの

垂線の足を⑫, NPか らFlF2への垂線の足を②とす

る。すると

=C~012Fl
… … … … … … … … (1)

00012 012NP

明らかに, △F1012UP~△ NP012F2

.・.F102 012F2=UP012・ 012NP ……………… (2)

(1)(2)よ り

=UP012

=UP012・012NP=F1012・012F2
・
プ

・
プ
~012Fl
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２ m+n m tt n

l       nc

2C~m+n

=UPを 通る△ FlNPF2の外接円の直径 1を引く。

=NPよ り1に垂線 20を 下し,そ の足をPと す

④ :=10と 直線②との交点をF3とする。

00UP〃 NPF3よ り∠δ=∠ β=∠ γ

.・.F3NP012は,二 等辺三角形。

(本題の証明)上 の作図より

△012UP00∽ △012NPF3で,そ れぞれ,二 等辺三

角形 .・.01200・012NP=012UP・ 012F3

∴Q几 =鼎 =財

(・.°(2))

3.解 析幾何による証明

012を原点 (0, 0)と し,直 線FlF2を x軸 とする。

FlF2=Cと し, 012Fl:012F2=nimと 考卜る。

また,円 012の半径をαとする。

短軸の端点は,

((m― n)・ c/{2(m+n)}, V α2_c2/4)

詩
筍 ― Qω

十 n m+n

.・。(A)お よび小論 (1)よ り

012NP=αVl― eLeR

kc

m tt n

k 2 _ m n
=m2_n2・ C FlF3=012F3+012Fl

ハ 恥 =鼎 +蒜 =糾 C

ゆえに (定義2)よ りF3は ,第 3焦点である。

逆に,短 軸の垂直二等分線と対称軸の交点が,第 3

焦点である。といえる。

(A)

短軸の垂直二等分線の式は

Y―=        {x―∝m―→  _冊 }2ν α2_

α=kc/(m tt n)と おくとY=0の とき,

イ′t代
2

図 短軸と第 3焦点
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x=(k2_mn)C/(m2_n2)

∴FlX=

012X+F1012=(k2_n2).c/(m2_n2)

ここで, FlXは ,定 義 2の FlF3の長さに等 しい。

ゆえに,短 軸 012NPの垂直二等分線は,第 3焦 点

を通る。

以上,定 理の証明を終るが,短 軸と, 3つ の焦点の

位置関係が,図 のように単純であることがわかり,第

3焦 点が,身 近なものとなった。
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