
デカルトの卵形線の性質に関する考察
中

―その幾何学的構図一

1.ま えがき

デカル トの卵形線は,楕 円を一般化した 4次 曲線で

あり,そ の初等幾何学的図形は,楕 円の幾何学的図形

と関連が深い。今回は,そ うした卵形線の初等幾何学

的構成図 (卵形線を定義するための図)な どを調べて

いるうちに,初 等幾何の定理となっている構図を含む

卵形線の定義の仕方を見い出した。ここでは,主 にそ

れを報告する。なお,予 備知識として卵形線の定義の

仕方について,前 論 1)と重複する部分もあるが,種

々な角度から眺めて述べてみたい。また,そ の中で,

円錐面 と円錐面の相貫図の透視図2)については,相

貫空間曲線のパラメトリックな関係式を導出した。さ

らに,ま た卵形線の性質としての法線の一作図法も述

べる。

2.卵 形線の種々な定義の仕方

デカル トの卵形線については,次 のような種々の異

なる定義の仕方が考えられる。

(1)双 極座標を用いた定義式め(図 1)

(2)直 交座標による定義

13)図 形的関係による定義 (図2)

に)空 間的構造による定義0(図 3)

(51 作図手法による定義9(デ カル トによる定義)

(図4)

(1)は,二 定点 (双極)か らの加重距離の和 (差)が

一定な点の軌跡は,卵 形線であると表現される。つま

り,双 極をSl,S2と してその双極間の距離をεとし双

極から曲線上の点Pま での距離を/1,っとすれば

π71±
"/2=力'               (1)

なお, ″,π,ルは任意定数で,差 の方は,い わゆる

蛭子丼 博 孝…

卵形にはならないが,同 様の性質を持つ。

(2)二 定点を (0,0)(θ,0)と おいて,卵 形線上の

点を 0,夕)とする直交座標によれば,(1)式より

″Vx2+ノ 士πVα一θ)2+ノ =た

という関係式で表現される。ν
~を
はずすと

図 1 卵形線の双極座標による定義
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図 2 1点 と円による卵形線
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[π2●2+ノ)十
"2{(″
_ε)2+ノ2}_″σ句2

=4″2"2(0_ε)2+ノ2}(ノ+ノ2)

(3)は, 1つ の例として,一 定点 Sと 一つの定円0

が与えられたとき,そ の点と円からの距離の比が一定

な点の軌跡は卵形線である。

14)は,回 転軸の平行な円錐面と円錐面の相貫曲線を

軸方向に正投影 した曲線で定義される。

代数的には, 2つ の円錐面か式

(″十θ)2+ノ=●_た)2/z2 (2)

′+ノ =22/%2           (3)

の 2式 からz座標を消去 したもの。なお,図 3を 描 く

ため,空 間の相貫曲線の 3次 元パラメトリック表示を

次のように導出した。13)式を満たす′,αによる媒介

変数表示は″=′・cosα,ノ=′・sinα,z="′で,こ の式

を,(2)(3)式よリノを消去 した式に代入して, αと′の

関係式を求め,そ の式からαを消去すると,付 記の

ように′の媒介変数表示を得る。

図 3は ,円 錐面とその相貫図形のいわゆるフレーム

図 3 円錐面の交線としての卵形線

図形で,透 視図法で, 30°ずつ回転 したものをやや上

方から眺め,投 影面は軸に平行な面としている。また

円錐の底面には,空 間曲線の軸方向からの正投影した

卵形線の図も描いている。この図では,内 側の 2つ の

長円である。

15)定 直線 島上に任意に 3点 F,ス ,Cを とる。ス

を通 りら上に4G=ス Rと なる点 Rを とる。今,直 線

′1上に動点Pを とり,ら 上に動点 0を とる。 ここで,

4P:40は 任意の定比 (ル:")で あり,Pを Pl,ら ,

P3…… と動かし,そ れに対応して, 0を 01,02,03

…… と動かす。つまりP101〃P202〃P3Q…… とと

る。 この とき, 2円 {中心 :F,半 径 : F鳥

(=“ 十A3)},{中 心 :G,半 径 :RO(=4R-40)}

の交点列は,3が 動くとき卵形線を描く。これは,“デ

カル トの幾何学5)"の中にあるデカル トによる定義で

あり,(1)の双極座標の定義式で表せることを示す。

半径 FP=FИ +4P=73

RO=AR-40=γ lとおく
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するとAP=73~FИ  40=4R-71

ここでづ農子=毛韻ギリト=1争 4R=4Gより
これを変形 して "/3+″ i=爾 A十 晟 G

これは,明 らかに 2定点 FGか らの距離 /3, 71の 加

重距離の和は一定となっている。

以上に述べたようにデカル トの卵形線の定義の仕方

は種々あるが,そ れらは,そ れぞれ,卵 形線の 1つの

1性質を表わすものとして特長がある。

|

図4 デカル トによる卵形線の作図

3.卵 形線の幾何学的構図

前節に見るように,卵 形線の定義の仕方はいろいろ

であるが,そ の中でも,定 義の仕方として,そ の幾何

学的構成図が,初 等幾何学の定理を含むものを見い出

した。これは,卵 形線の性質を調べる中で,補 助線を

いろいろ引くうちに見つかったものである。それを述

べる前に初等幾何のシムソン線,直 極点について,予

備知識として述べる。(図5)

P

図 5 シムソン線と直極点

〔シムソン線〕 △ 4BCの 外接円の一点Pか ら各

辺または,そ の延長線上に下 した垂線の足は一直線上

にある。この直線をシムソン線という。

〔直極点〕 直線 ′と△ 4BCが 与えられたとき,

三角形の頂点ス ,3,Cか ら,直 線 ′に下 した垂線の

足を4′ ,F,C′ とする。その4′ ,F,C′ からそれ

ぞれ対応する各辺,ま たは,そ の延長線上に下 した垂

線は 1点 Pで 交わる。この点を′の△ 4BCに 関する

直極点という。(図5)

卵形線の定義の幾何学的構図としての一定理

〔定理〕

(条件)1.直 線′上に任意の異なる4定点0。,Sl,

S2,S3をとる。

2.Sl,S2,S3か ら直線′に垂線″1,″2,

″3を立てる。

3.直 線′上の動点Q(00Q>0003/2)

をとり, Qを 中心, 00Qを 半径とす

る円と, πl,″2,″3の交点をそれぞ

れ, 

“

,め ,銑 とする。(図6参照)

(仮定)こ のとき,直 線′の△

“

Q鴫 に関す

る直極点をPと する。

(結論)Pは ,Sl,S2,S3を 焦点とし, 00を等

距離円の中心とするデカルトの卵形線上

にある。(動点Qの 変化により,動 点P

は卵形線を描く)

図 6 卵形線と直極点

(コンピュータによる作図) (図 7)

図 7に定理に基づく直極点が卵形線を描 くことを,

パソコンにより作図 し,確 かめている6)。具体的に

は,図 7は,動 円Qを 3つ と6個の三角形を描き,

3焦点より垂線を引き6個の直極点を求めた。その3

個づつが,卵 形線の円分枝と外分枝上にあり,卵 形線

を形づくるものとなっていることを示している。

Ｑ
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図 7 卵形線の幾何学的構図

次に,証 明のため 2つ の補題を考える。

〔補題 1〕

00か ら△

“

め 銑 の各辺またはその延長線上に下

した垂線の足を■ ,R2,R3と すると, 00 Rl,00R2,

00R3は,円 Qの 位置に関係なく一定で, 3つの等

距離円のの半径に等しくなる。

〔証明〕 00《 =00 SI・00S2を証明すれば,小

論のより00鳥 は,等 距離円の半径で一定といえる。

図8において,円 Qの 直径を00oとする。する

と△00“のは直角三角形。また″1⊥′より

∠00銑Sl=∠

“

00o
また,円 周角の定理より

∠

“

眺Oo=∠

“

00o
四角形

“

R300 Sl,のR300S2は と

れ同一円周上にある。ゆえに

∠00R3Sl=∠ 00晩 Sl

∠眺 め 00=∠ 鳥 め00=∠ R3S200

(1),(2),(3)より

∠00鳥 SI=∠001/1 SI=∠

“

陽 00=∠R3S200

。・.∠0。R3Sl=∠鳥 S200

∴△00 SI R3∽△00R3S2

∴00《=00 Sl・0。S200R2,00 Rlについても同

様にして 00だ=00 Sl・00島

00で=00S2・00S3

ゆえに 00 Rl,00R2,00R3,は 円 Qの 位置に

関係なく, 00,Sl,S2,S3に よって定まる3つ の等距

離円の半径に等しく一定となる。

〔補題 2〕

図 9の △

“

め 銑 の外接円周上の一点 00を 通る直線

′の△

“

陽 銑 に関する直極点 Pは ,00の △

“

%

銑に関するシムソン線島&鳥 上にある。証明は,

文献 7), p.212.

＼

図8 補題 1

図 9 補題 2

〔本題の証明〕

補題 1よ り, Qを 変化させたとき,Rl,R2は 等距

離円力1ル2を動く。また,補題2より,図 10のよう

に ,

00R2〃S′  (1) 00 Rl〃 SlP O)

G/1)醸ユ封:鶴績λttl■:')
さて, 00,SI,S2,S3を与えたとき,次 のようにと

る。

(1)

(2)
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図10 本題

SI S2=θ

00 SI=扇姿予=■,00S2=場髪シ=S2

00S3=
π 2_π 2
=S3… ……………………… 〔A〕

ここで, Sl,S2を双極とする双極座標71,/2を考

える。 SIP=/1,6′=/2とおくoま た00 Rl=力1,00

R2=ち とおく

R2Pと ′との交点をTと する。00T=″ とおく

(1)より ち:/2=″ :″十s2           (1)′

(2)よリ  カ1:″1=″ :″十sl              (2)′

(1)′,(2)'より″を消去すると

ちS2/1~ルl s1 72=力1カ2S2~ル1ちSl     (3)

ここで補題1より00《=00S2・00S3
∴イ=S2S3(4)同様に 厖=sl s3(5)

13),(4),(5)よリ ル1,ちを消去して

拓2為~ξ γ2=石 (s2~■)

ここでsl,s2,S3を〔A〕でおきかえると

ィ霧 /1-ィ鴇 /2=

傷 1扇メ
宅筈,ァ
ー
覇がイ≒ル|

これよ 昴傷 痣孔 座標の定義式に一致 し P

は卵形線上にある。なお,図 7に おいて,点 Pは ,

交点として多数あり,P群 が,″ 71-"/2=た で,P

群は,π /1+"/2=腸 を与える。証明は同様。

4.卵 形線の法線0・9の 一作図法

一つの円と二定点より卵形線を作図する方法は,以

前 1)に述べた。その図において,卵 形線の法線を作

図する方法を見い出したので,こ こに述べる。

〔定理〕

図 Hに おけるように円 012をかき,定 点 Sl,S2を

とる。次に動平行線 ら,あをとり,円 との交点 M,

れ を求める。この線分″iF‰ 上に 0122‰〃SIPと

なる点 Pを 求めると,こ れは卵形線上の点である。

さらに,SIれ とS2Mlの 交点を TOと するとTOPは

Pに おける卵形線の法線である。

図‖ 卵形線の法線

〔証明〕

ここで,∠ TOP SI=∠ P S2境 を証明すれば ЪP

が SIPと ちとの交点を42と したときの△ 42P S2の

外接円の接線より, ToPは 小論 1)によって TOPは 法

線である。

図 Hに おいて直線 TOPと 直線 M012と の交点を

0と する。すると△名 S10と △ S2y2Pと は TOを 通

る三直線上にあるので,デ ザルグの定理が用いられ

ル名Sl〃ルらS2,ル名0〃 S2Pよ り  S10〃 y2P

つまり S10〃 Pyl  ゆえに

∠PS10=∠ 42P』喝=∠ Ptt 012=∠ 012 MP

ゆえに四角形 S10P″ 1において∠PSIo=∠ OMP

よって四角形 SlQ P Mlは同一円周上にある。ゆえに

―- 13 -― 平成 2年 3月



∠ Sl MlQ=∠ SIP Q ところで平行線の関係から明

らかに∠Sl♂40=∠ P S2″2∴∠SlP■0=∠ P S2』‰

ゆえに TOPは 法線である。

5.む すび

卵形線の定義の仕方は数多くあり,そ れは,一 連の

卵形線の性質を形作っている。今回は,卵 形線の空間

曲線のパラメトリック表示を見い出し,コ ンピュータ

グラフィックスの援用で,円 錐の相貫曲線と卵形線の

関係がより明らかになった。

また,初 等幾何学の直極点の定理などが卵形線の作

図に結びつくことを示 し,卵 形線のもつ幾何学的構図

の深さを知ることができた。さらに,卵 形線の法線の

作図がコンパスと定規だけで,簡 単に見い出せること

を示した。このようにデカル トの卵形線は,初 等幾何

学的,射 影幾何学的に数多くの構造的性質をもつもの

であり,そ の性質は円錐曲線のもつ性質の拡張であり

また円錐曲線のもつ性質は非常に多く,そ れらを卵形

線に拡張することが,こ れからの研究課題である。さ

らにまた,卵 形線の微分幾何学的性質や,代 数幾何学

的性質の研究をすれば,お もしろい性質が見つかるの

ではないかと思われる。

また,卵 形線を再に高次な代数曲線に拡張する方法

があり,そ れらの性質もこれからの研究課題である。
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付記 二円錐面の相貫曲線のパラメトリック表示

0+θ)2+ノ=(2-た )2//″2

′十ノ=22//″2

この2式の交線は

χ=券碑ワ生一′―碍

ノ=士ルー÷←立1競夕2・′月2

2=″′

Some Properties and a Geometrical Composition on

the Ovals of Descartes

Hirotaka EBISUI

In this paper we present three matters. First we

show that the cross sections of two circular cones,

which are the spatial curve of the ovals of Descartes,

can be defined by three dimensional parametric for―

mula. These formula were derived so that we can

easily obtain the perspective drawlngs of the spatial

curve with computer graphics.Secondly,we present

that the ovals can be defined by orthopoles that

satisfy some conditions.This defintion indicates the

geometrical composition of the ovals,and we present

its proof. Finany, we describe the method to draw

the nomal line of the ovals and also give its proof.

Thus additional new properties on the ovals are

shown.
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