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Doval 研究論文集

蛭子井博孝著

はじめに

ある、青春の日、楕円の接線の作図において、垂直 2 等分線が使われていた。それ

を m：ｎの比に置き換えると、どうなるだろうかと考えた。この思いつきが、この論文

集の発端である。それから、39 年の年月が流れ、ここに、Doval の考察の成果を、お見せ

することができるようになった。各論文の注を下記に述べている。本論と合わせ、ごらん

頂きたい。

Dovalとは、点と円からの距離の比が一定な曲線：この定義から、すべてが生まれ

たと言っても過言ではない。小さな思いつきも多くの実りを生む。最大の成果は何かと問

われても答えることができない。Doval を私なりの多角的に見て、性質や定理を見つけ出

してきた。皆さんも、皆さんの見方で、Doval の定義を眺めると、それ相応の定理が見つ

かると思う。それらの成果と、この論文集が結びつき、Doval の学問体系が生まれること

を願ってやまない。

ああ、Doval の空間とは何だろう。この疑問に答える役に立ててほしい。

それだけが、私の願いである。

１． Doval 1a "デカルトの卵形線の二・三の性質”：PDF

この論文は、デカルトの卵形線についての私の第一作です。

校正ミスなどにより、誤植が多く読みづらいと思います。

第五作から読むといいかもしれません。

とにかく、このファイルをコピーするより、

中の図を一つでも、自分で紙と鉛筆で、雑にでもいいから書いてみられることをおすすめ

します。運動幾何ソフトの Cabri や、Cinderella などで書けば、すぐ、頭で描いてある卵

形線まで
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軌跡として描けます。「doval_1a.pdf」をダウンロードしてね。

Doval という言葉は、論文中どこにも出てきません

”デカルトの卵形線の内、外分枝合わせたものを Doval と呼ぶ”ことにしたのは、

ここに PDF として掲載する１５編を書いたあとです。だから、卵形線の内分枝、外分枝

まと

めた性質（後ほど出てきます)を知ってはじめて、Doval が実感できるのでしょう。

でも、内外分枝の２重閉曲線を Doval と言うことだけでも、単に卵形線をやっているので

な

いことが認識できるでしょう。Doval の定義の画像追加しておきます。参照してください。

２． Doval 2a "デカルトの卵形線の曲率円":PDF

「doval_2a.pdf」をダウンロード 第二作は、等距離円、および、Doval の微分幾何学の頂

点における曲率円を求めたもの。図が込み入って、複雑になっている。

直観幾何で、二つの法線の交点の極限値より、曲率円の半径を見つけたもの、今では、数

式処理で簡単に求まるが、昔の苦心の作である。数式処理では、最終的に、数値で入れな

いといけないが、この作図法では、定規とコンパスで、製図できる点が違う。

２’。Doval 2a-append "デカルトの卵形線を包絡する円群”：PDF：解析

的証明

「doval_2aappend2.pdf」をダウンロード これは、第二作”デカルトの卵形線の曲率円”

の円群の包絡線が、卵形線であることの解析的証明である。

3．Doval 3a "デカルトの卵形線の性質に関する考察”－計算機援用作

画による比較検討ー：PDF

第三作、初めて、PC と XY プロッターを用いて、Doval を作図した。一作目の時代には

まだ、XY プロッターは、大きな、研究所にしかなく、１０年後のこの時期になって、個

人向け、PC(マイコンとも言った）に接続できるものができた。B スプライン関数など、

雲形定規の代役できる、関数がそろい、曲線もきれいに書けるようになった。「doval_3a.pdf」
をダウンロード
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ここまで、初期３部作で縮閉線まで完成、初めてカラーの図を入れた。

楕円の縮閉線は、アステロイドとして有名、Doval の縮閉線、エビロイドと読んでほしい。

苦心して手計算で出した式、生前の岩田至康先生にもほめていただいたもので、それを用

いて、法線の包絡線として、輪郭を書いた。

本論の中で言うのを忘れたが、エビロイドの尖点が、頂点の曲率円の曲率中心である。

３’ Doval 論文集 正誤表

Doval 論文 PDF すでに修正してあるところもあるが、

一応、正誤表を作っているので、見ていただきたい。

「doval_003ed.pdf」をダウンロード これから先のものまで、

載せている。

4．Doval 4a "デカルトの卵形線の性質に関する考察"-その幾何学的構

図-：ＰＤＦ

ここでは、復習的内容と、直極点による定義、および、法線の作図法を載せている。

円錐の底面の楕円に、母線を引くのに近似接母線を引いた。長径に対する母線ではない。

幾何学的構図とは、直極点と卵形線が結びついたものを言う。

初等幾何の定理で、卵形線を定義すること、これは、後に、

卵形線を焦点が４つ以上の多極曲線に拡張する準備となっている。

もちろんこのときはそれはわからなかった。

しかし、卵形線の定義で、２つの補助円によるものと同様に「doval_4a.pdf」をダウンロ

ード 、不思議な構図である。それからもう一つ、大事な発見がある。

それは、Doval の空間曲線である、回転対称軸の平行な円錐面と円錐面の相貫曲線の媒介
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変数表示である。

ここでは、付記にしたが、特筆すべき事柄である。

y 座標の t に関する４次式、因数分解して用いると、ルートの中が正の範囲が判る。

補言しておく。

５．Doval 5a ”デカルトの卵形線の短軸および卵形面”：PDF

「doval_5a.pdf」をダウンロード この論文は、国際会議に出した内容をまとめ直したもの

であ

る。卵形線の短軸の定義とその存在と証明をデカルトの卵形線で行っている。

卵形線の短軸は、一般の凸閉曲線にもこれと同じように定義できる。

つまり、”卵形線の唯一の長径の存在と、その中点から、卵形線上の点までの最短径の存

在”、

これで、卵形線の短軸は定義できる。デカルトの卵形線の場合にどうなっているか論文を

ご覧ください。

６．Doval 6a "デカルトの卵形線の短軸に関する一定理”：PDF

「doval_6a.pdf」をダウンロード 短軸の垂直 2 等分線は第 3 焦点を通る

第三焦点の位置の定義に、逆に用いることができる。

私の傑作定理

7．Doval 7a "デカルトの卵形線の2焦点を見込む角について”：PDF

「doval_7a.pdf」をダウンロード ここまでの 7 作＋α に対して、"デカルトの卵形線

に一連の研究"として、日本図学会から、論文賞を頂いた。この見込み角の定理は、たぶ

ん解析幾何では無理であろう。なぜなら、4 次式と直線の交点が関係し、文字係数の４次

方程式を解く形になるから。原理的には、４次方程式まで解の公式があるが、卵形線の式
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は、２変数だし、複雑になろう。初等幾何で、証明したのが正解だろう。ただ、やたら、

定理の系と書き、ちょっと複雑に書いてしまったのを反省している。(画像中、第三焦点

を通る直線青に対して、見込み角が決まり、それが等しい。）

Doval の見込み角の第二定理(これは、Doval 7a の末尾の命題の補言である。）

Doval の頂点（第三焦点を通る直線が、Doval に接する点{文献 Doval 2a 参照｝）におけ

る、第一第二焦点を見込む角が、見込み角の最大値である。

これは、内分枝、外分枝、別々で言えること。

【略証】2 つの補助円による Doval の作図法において、相似中心を通る平行線と補助円の

２交点を見込む角は、平行線が決める Doval 点上からの見込み角に等しい。

この平行線が補助円を切り取る円弧が、最大になるのは、平行線が、中心を含むので、Doval
の対称軸に垂直なときである。そして、与えられた 2 点を通る平行線の距離の最大値は、

与えられた 2 点間距離だからである。証明終わり。

８．Doval 8a "デカルトの卵形線の離心率による形状(凹凸）について{凹

凸の分類｝”

離心率と曲率半径の関係は、Doval 2a の時代に、判っていた。それを凹凸の関係に直した

のが、この小論である。「doval_8a.pdf」をダウンロード これは、図学会九州支部会で発

表したものを、手直ししたもので、未発表のものである。

９．Doval 9a ”デカルトの卵形線の内外分枝の非対称軸について”：P

DF

「doval_9a.pdf」をダウンロード 概要を読んでいただければ判るだろう。

最後の方の式 。。。。＝２ と ＝１／２の違い 対称軸=外短軸＊２よりであること

に注意

10．Doval 10a "卵形線の構図を膨らませた反転４次曲面”：PDF：”Dov

aloidについて”

「doval_10a.pdf」をダウンロードもちろん、 ここで言う卵形線とは、デカルトの卵形線

であり Doval である。文中、デカルトと言う名を入れなかったのは、膨らませた曲面と言

うことを強調したかったためである。なおこれは、自費で印刷したもので、、雑誌には、

載っていない。ここだけのものである。
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１１．Doval 11a "直極点による卵形線の拡張としての多極多重曲線”：

PDF

「doval_11a.pdf」をダウンロード 僕は、この論文を書くために生まれてきたと言っても

過言ではない。説明不足で、研究資料になっているが、学生の頃、焦点が、３つ以上の曲

線を見つけることが夢だった。先輩が、そんなこと寄せと言って、あきらめ掛けていた。

しかし、２５年後に、それが見つかった。それには、直極点の無限連鎖定理の発見も必要

だった。何かが、幸いしたのだろう。数式処理ソフトで、定義した多極曲線が描けた。曲

線が画面に現れたとき、あきらめず研究してきて良かったと、うれしさに涙するほどだっ

た。有り難う、コンピュータの科学技術に携わる多くの人々おかげである。ここで感謝の

お礼をしたい。

１２．Doval 12a "楕円を拡張した共2焦点、共３焦点な卵形線群”：P

DF

「doval_12a.pdf」をダウンロード これは、日本図学会、九州支部会で 2003 年に発表した

ものである。

１３．Doval 13a "卵形線とコンフィギュラチオン”：PDF

「doval_13a.pdf」をダウンロード ここで、証明を示すと言う分があるが、実際には

別考察で、次の Doval 14a に、その証明がある。

14．Doval 14a "Dovalの法接交点（コンフィギュラチオン(15(4)、20(3))

のある作図法）”：PDF

「doval_14a.pdf」をダウンロード この論文は、未発表のもので、Doval の法線と接線が作

る構図の証明である。図中、点、（１），（F）、（２）が、Doval の 3 焦点、点（３）、（４）

が、内分枝上の点、点（５）、（６）が、外分枝上の点、直線(4)(9)、直線(6)(9)、直線(3)
(11)、直線(5)(11)が法線、それに直交してる線が、接線。証明部分図は、後半にカラー

で載せている。なお、まる１を（１）で表した。

15．Doval 15a ”Dovalの随伴円について”：PDF

「doval_15a.pdf」をダウンロード これは、2005 年、日本図学会、本部例会で発表したも

のである。

１６．Doval 16a ”About the Oval（Doval)"：PDF

「 doval_16a_about_doval_at_11icgg_guanzhou_china.pdf」 をダウン ロード 国際会議の
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proceeding。ここで、卵形線の内外分枝を Doval と呼ぶ承認を得た

17．Doval 17a "国際会議OHP":PDF

「ticggohp_2.pdf」をダウンロード これで終わりにならないように願ってください

Dovalの論文のPDF作成を終わって

私の人生を掛けた、Doval の研究の拙著を、ほぼ全部 PDF ファイルにした。これで、私の

社会での役割の大半が終わったことになると思う。たった、一週間で、57 年の人生を掛

けた仕事の、上澄みが、表現できたことになる。便利な時代である。電子ファイルが、ど

れほどの永遠性を持つかは、よく判らない。DOMY や RONY のように、DORY も消して

しまっては、世に残るべきものも残らないかもしれない。しかし、DORY をこれから先

どのように運営していくか大きな問題である。Doval 1a ～１７ａ+αを、本にしたく思

っているが、どのようにしたらいいか、よく判らない。皆さんにお聞きしたい。カラーの

部分もかなりあり、印刷を、ＰＤＦからできるのか、誰かにお聞きしたい。とにかく、私

の、Doval 研究の大半をお見せした。５作を飛ばして、７作目までが、発表を紙面だけで

して居たもので、丁寧さがあったかもしれない。後半は、几帳面さに欠けている点がある。

お許し願いたい。

とにかく、Doval の研究テーマは、まだたくさんあり、残りの人生も、それに取り組むつ

もりであるが、ここまでの所を、私の前半作として、皆さんに、提供できたことは、うれ

しい限りである。ああ、Doval の基礎的研究は、ほぼ終わり、これからが、社会での、Doval
の本当の実用化の時代である。それには、皆さんの協力なくしてはできないことである。

よろしくお願いする所存です。

研究には、終わりはない。これからも、続くであろう。これらの研究。
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デカル トの卵形線の二 0三の性質・

蛭 子 丼 博 孝
轟

楕円などの円錐曲線は,そ の定義あるいは作図に対 して,焦 点.準 円.補 助円。準線などが

通常使 われている。 ところが,デ カル トの卵形線は,楕 円あるいは双曲線が一般化された曲線

であることが知 られている。そこで,デ カル トの卵形線においても同様な性質が存在するので

はないかと予想 し,そ れに対 して若千の考察 を行 なってみた。 また,デ カル トの卵形線は,回

転軸の平行 な二つの円錐面の交線 を,回 転軸に垂直な平面へ正射影 したものであることが知 ら

れている1)が
,そ れに対 しても若千の考察 を行 なってみた。

1.精 円の準円,補 助円

楕円は,二 定点からの距離の和が一定な点の軌跡 として定義できる。すなわち,囲 におい

て,二 定点 を S.,S2,楕 円上の一点 をPと すると Sl P+S2P=K(定 数)を満足する。ここ

で,Sl,S2を 焦点 という。

今,線 分 Sl Pを Pを 越えて延長 しPA=P S2と なるように点Aを とると,Sl PttP A=K

となり,Pが 楕円上を動 くとき,Aは ,円 (Sl;K)上 を動 く。 この円 S.は ,準 円
2)と

呼ば

れる。逆に,こ のS,Aを 半径 とする円Slが 与えられ,こ の円内に,中 心 と異なる任意の一定

点 S2を とり,線 分 S2Aの 垂直二等分線 とS.A之 の交点 として,Pを 求めれば,明 らかにP

は,楕 円上にある。

ここで,図 2に おけるように,S2Aの 中点Mを 通 り,Sl Aに 平行 な直線を引 き,直 線 Sl

S2と の交`点を0と すれば,中 ′点連結定理 より,S10=O S2, また,OM=:Sl Aと な り,

0は 定点,OMは 一定である。ゆえに,Aが 円周上を動 くとき,S2Aの 中点Mは ,円 (0;0

M)上 を動 く。 この円0は ,SI S2の 中点を中心 とし,:Sl A(長 軸の長 さの半分の長さ)の

半径 を持つ楕円の長軸の補助円であることがわかる。 また,双 曲線に対 しても同様な性質の存

在がよく知 られているP

*    昭和47年 7月 27日受付

** 大阪大学

図 1

＼ヽ
S:  O   Stノ
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2.デ カル トの卵形線の準円,補 助円

デカル トの卵形線は,次 のように楕円の拡張であることがわかるc

2-1 卵形線の定義

デカルトの卵形線は,双極座標を使って次のように定義される?

m  r l土 n r2=K

ここで,rl,r2は ,二 定点 (極)Sl,S2か ら卵形線上の一点Pま での距離 を表わしている。

土の符号は卵形線が二分枝に分かれることを示す。 また,極 が前述の円錐曲線の焦点に相等す

る。以下の説明に便利なように (1)式 を次のように書 きかえる。

m rl土n r2=kC ………………………………………………… (2)

ここで, cは 焦点間距離 SI S2を表わす。

Sl,S2に 差はないからm>nと しても一般性は失われない。だから,符 号を省いて,m, n,

kを 正数 としたとき,次 の二つの場合が考 えられる。

k > m > n > o

m > k > n > 0

m > n > k > 0

・・…………………………………… …………。 (3)

・・………………………………………………。 (4)

…………………………………………………。 (5)

2-2節 , 2-3節 においては,m rl― n r2=kcの 場合を考 えていない。 また,作 図は,

主に (3)の 場合であるが,作 図法は (3),(4),(5)の 分類に関係 しない。 この分類の

意味および等号の成立する場合 も5節 で明 らかになろう。 また,(3)の 条件がある場合,十の

符号 をもつ卵形線を内分枝,一 の符号 をもつ卵形線を外分枝 と呼ぶことにする。

2-2 卵形線の準円

図 1に おいて S2Pを も延長 し,同 様なことを行 えば,図 3で 明らかなように,円 (Sl;

K),円 (S2;K)は ともに準円である。 また明らかに Sl B´S2Aで ある。これは,逆 に,

半径 Kの 等 して円 Sl,円 S2が はじめに与えられ,点 Sl,S2を 通 り,互 いに平行 な直線 11,

12が円 S2,円 Slと それぞれ交わる点をB,Aと したとき,Sl Aと S2Bの 交点が楕 円上 の

点Pと なっていると見なすことができる。

図 3 図 4

今,点 Sl,S2を それぞれ中心 とし,異 なる半径 をもつ円 (この円を楕 円の準円にならって

卵形線 の準 円 と呼ぶ ことにす る)を はじめに与 え,点 Sl,S2を 通 り互 いに平行 な直線 1112

が円 (Sa;キ c),円 (Sl;吾 c)と それぞれ交 わる点 をB,Aと し,S,A,S2Bの 交 点

が,Aあ るいはBが それぞれの円周上 を動 くときに描 く軌跡 を考 える。

一-36-―
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図4において,Sl A=喜c,S2B=キcとおく。
そして, △S3ιP B∽△S2PAよ り

P Si= A= S.ぜ A=lA=

PB  P S2 P B ttPS2 S2 B

す ると,Sl A :S2B=n:mと なる。

…………………………………………。 (6)

ゆえに,PA=告 P S2, また,SI P+PA=Sl A=吾 c,こ れよ り,P Sl+IPS2=+C

を得 る。 ここで,SI P=rl,S2P=r2と すれば,点 Pは (2)式 を満す。 したがって,点 P

はデカル トの卵形線上の点 であることがわかる。

逆 に,デ カル トの卵形線m rl+n r2=kCが 与 えられ ると,そ れぞれ,中 心 をSl,S2,半

径 を書 c, ÷ cと す る準円が成立す る。外分枝 において も同様。

2-3 卵形線の補助 円

次 に,楕 円の図 2の 場合 がデカル トの卵形線 ではどの ようになるかを考 える。楕円では,M

が中点 であるか ら,図 5で はMが S2Aを m:nに 内分 する点 としてみ る。 まず,点 Mを 通 り

Sl Aに 平行 な直線 と SI S2の 交点 を0と すれば,S10:O S2=n:mで あ り,点 0は 定点

亀 Ll,し 〔缶薦 な 禦 1)° 議黎 iC×

T半 下
=Tキ

TCと な LAが 円周上

円にならって補助円 と呼ぶ ことにす る)上 にあ

る。 その とき, Pを P S2:PA=minを 満 たす ように S.A上 に取れば,楕 円の拡張 となる。

この点 を具体的 に作図す るには,Mよ り Sl Aに 垂線 を下 しその足 をHと す る。次 にMを 中心

とし,半 径 MHの 円 を描 く。 この円に,S2か ら接線 を引 き,Sl Aと の交点 をPと すればよい。

なぜなら,∠ APM=∠ M PS2と な り, P S2:PA=m:nと なるか ら。以上のことか ら,

デカル トの卵形線 mr二十 n r2=kCが 与 えられると,Sl S2を n:mに 内分す る点 0を 中心

》とし耳tTご‡曇4::軍種:T警看」畠L省ゞ量管慢翌単:F'SI S2を…こ外分す

また,図 6の ように∠ A PS2の 二等分線 と Sl B,S2Aの 交点 をN,Mと す る。 この点N,

Mは Sl Bを n:mに ,S2Aを m:nに それぞれ内分す る点であるか ら, これ らの点 は,Sl S2

を n:mに 内分す る′点0を 中心 とし,TttT cを 半径 とす る円周上 にあることが明 らかである。

逆 に,図 6に おいて,円 0の 中心線上 に二点 Sl,S2が あ り,そ れ らの点 を通 る互 いに平行 な

直線 11,12が 円0と それぞれ交 わる点 をN,Mと し,NM上 に∠N PSl=∠ M PS2と な る

よう|こ点 Pを とって もよい。

2-4 準円 と補助円の関係

図 7に おいて, まず円 Sl,円 S2が 与 えられているとす る。 その半径 をキ c,キ cと する。

一-37-一
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点 Sl,S2を 通る互いに平行 な直線 hl,h2が 円 Sl,円 S2と 交わる点をそれぞれ Xl,X2

とする。 (図において,Xl,Xち のように
′のついている点は,Xl,X2の ように ′のついて

いない同じ記号の点 と同様な性質 を持った点である。以下の図においても同様である。)Xl Xち

とXt X2の 交点 012お よびXl X2と Xt Xちの交点 021は 明らかに直線 Si S2上 にあり,補 助

円の中心である。なぜなら,S1012:012S2=吾 C:キ c=n:mで 012,021が Sl S2 を

それぞれ n:mに 内分,外 分する点であるから。

次に Sl X2と Xl S2の 交点をY12と し,Y12と 012を 結ぶと,そ の線分の長 さが補 助 円012

の半径 となる。なぜなら,Sl Y12:Y.2X2=+C:キ c=n:mで  Y120■ 2〃 S.Xl,ゆ え

に,Y.20■2=S'Xl× 由
=∴ c

同様 にして,Xl S2と Sl Xちの交点 Y21と すると,021Y21=Acと なり,外 分 点の補

助円の半径 となる。以上のようにして,一 組の準円から一組の補助円 012,021が 求 められた

が,逆 に,任 意の二円を一組の補助円 として与えるとき,そ れに対する準円が求められる。 こ

れは,図 7に おいて点線 Yちl Y12,Y21Y12を引 き,点 S,,S2を 求め,こ の点を通 り012Y12

に平行 な直線 と点線 Yちl Y12,YllY12の交点 Xl,X2を 求めればよい。

2-5 卵形線の二 ・三の作図法

次に,準 円,補 助円などが与えられたときのデカル トの卵形線の作図法を述べる。

作図 1.任 意の 1つの円 S.を 準円とし,他 に 1つ の焦点 S2(Slキ S2)と 定比景が与 えられ

たとき,こ の卵形線を描 くこと。

図 8に おいて,円 Slと 1点 S2が 与えられている。今,中 心 Slを 通る任意な直線 hl と

円 S.と の交点をAと する。Aと S2を 結ぶ直線上に,S2M:MA=m:nと なるようにMを

とる。次に,Mか ら直線 hlに 垂線を下 し,そ の足をHと する。Mを 中心 とし,MHを 半径 と

する円を描 き,S2を 通 り,そ の円に接する直線 との交点をPと する。Slを 中心にhlを 1回転

させるとき,P,Qは ,(2)式 を満たす卵形線を描 く。 ここで, P,Qは 同 じ性質をもつが,

Pは 内分枝 を,Qは 外分枝 を満 たすものを表わす。以下の図においても同様である。

作図 2.任 意の 2つ の円を準円として与えられたとき,こ の卵形線を描 くこと。

図 9に おいて,円 Slと 円 S2が 与えられている。 まず,Sl,S2を 通 り,互 いに平行 な直

線 11,12を 引 く。11が円 S2と 交わる点をB,12が 円 Slと 交わる点をAと する。このとき,

直線 S.Aと S2Bの 交点P,Qは ,Aあ るいはBが ,円 S2上 あるいは円 S,上 をそれぞれ動

くとき,(2)式 を満 たす卵形線を描 く。
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作図 3.任 意の 1つ の円0を 補助円とし,他 に2つ の焦点 S.,S2(Siキ S2)が 0と 共 線
であるように与えられたとき,こ の卵形線を描 くこと。

図10において,円 0と ,そ の中心線上に任意に二点 S.,S.ヵ f与えられている。 まず,S.
Saを 通 り,互 いに平行 な直線を11,12と する。11,12が 円0と 交わる点をそれぞれN,Mと
する。次に, ONに 平行 に S2を 通 る直線haを]|く。同様にOMに 平行 に S.を 通る直線hlを

引 く。すると,hl,12の 交点P,Qは ,Nあ るいはMが 円0上 を動 くとき,(2)式 を満たす

卵形線上 を描 く。 ここで,N,P,Mあ るいはN,Q,Mが 共線であることは,パ ンヽプスの定
理 より明らか。

作図 4.任 意の 2つ の円 0.,円 02が 補助円として与えられたとき,こ の卵形線を描くこと。
図11において,円 0.,円 01(0.キ 02)が 与えられている。前節の準円と補助円の関係よ

り,焦 点 S.,Saを 求め,Sl,Saを 通 り互いに平行 な直線 11,12を 引 く。11と円01,02
が交わる点をそれぞれ N.,N2と し,同 様にM.,M2を とる。次に,直 線 N.Mlと 直線 N2M2
が垂直に交わる点をPあ るいはQと する。すると,P,Qは ,Nlあ るいはMlが 円 01上 を動
くとき,(2)式 を満 たす卵形線 を描 く。

図 9

図:0
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3.デ カル トの卵形線の準線

円錐曲線 と準線の関係 が次のようになつていることはよく知 られている。すなわち,一 定直

線 と一定点からの距離の比が一定な点の軌跡は,円 錐曲線であり,こ の定点,定 直線は,そ れ

ぞれ焦点および準線 と呼ばれている。

3-1 卵形線の準線

次に,卵 形線の準線 を求め,そ れと焦点からの距離の比が一定であることを示す。

〕

一

_
S3

図:2

′

覇
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図12において,二 つの準 円 (S.;吾 c),(Sa;÷ c)が 与 えられているとす る。前節作

図 2に よって, P, A, Bが 得 られたとす る。 ここで,直 線 SI S2上 の 1点 T2.を△ASI S2

∽△T2S■ Aと なるように決め る。 す ると,S.T2:S■ A=St A:S.S2=芸 C:Cよ り

S.T2=(S・
A)2=羊

c  ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ “̈ ¨̈ …̈…̈ “̈̈  ̈ ( 7 )

これよ り,T2は 定点 であるこ とがわか る。 同様 に Tlを 決めた。次 に,S2を 通 りTl B に

平行 な直線 を引 き, A T2と の交点 を C2と す る。す ると,∠ C2S2T2=∠ BTl S2=∠ Sl B

S2=∠ AS2 Bよ り,∠ PS2 A=∠ Ca SaT2と な り,△ A PS2∽ △T2Ca S2と なる。ゆえに

(6)式 よ り,S2P:PA=m:nと なるか ら,S2C2:C2T2=m:nと な り,Aが 準 円

(Sl; 
吾 c)上 を動 くとき,C2は 二定点 S2,T2か らの距離の比 がm:nの アポロニウスの円

周上 を動 く。 さて,∠ A PS2=∠ T2Ca S2よ り,四 角形 A PS2 Caは 同一円周上 にある。 ゆ

えに,∠ PC2 Sa=∠ P AS2〓 ∠ AT,S2,∠ S2P C2=∠ S2AT2よ り, △S2P C2∽ △S2

A T2, これよ り,S2P:P Ca=S2A:AT2=SI S2:Sl A=c:吾 c=m:k, これ よ

り,次 式 が成立す る。

S2P:P C2=m:k

ゆえに,Pは ,ア ポロニウスの円周上の点 C2と 焦点 S2か らの距離の比が一定 となる。

ここで,P C2の 延長線が直線 Si S2と交わる点を Ssと する。 また,∠ Sa C2 T2の二等分

線 と S2T2の 交点を U2と すれば,明 らかに∠Ss C2 U2=∠ Ca U2 S3となり,△ S8C2U2

は二等辺三角形である。 また,C2,U2が アポロニウスの円周上にあり,U2S3が その直径上

にあるから,S8が アポロニウスの円の中心であることがわかる。

これより,点 Pが 焦点 S2と 円 (S.;S3C2)か ら距離の比 (詈)が 一定 となり,円 (Ss

Sa C2)が 楕円の準線の拡張になっていることがわかる。同様に,Ctも 卵形線の準線 (S8;

Ss Cl)上 にあり,次 式が成立する。

P Sl:P Cl=n:k

ここで,min=1:1の とき,円 (S3;SS C2),円 (Ss;Ss Cl)が ,そ れぞれ,S2

T2,Sl Tlの 垂直二等分線になり,楕 円の準線 となる。

さて,(6),(8)式 より,AP:P C2=n:k これより,デ カル トの卵形線は,二 円

(準円,準 線)か らの距離の比が一定な曲線としても定義できる。

3-2 準線の半径

図13において,Qは ,作 図 2に おけるように,m rl― ■r2=kC上 の点である。その他の点

(3)

(9)
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は,図 12と同 じである。 ここで,∠ Sl Bi S2=∠ A.S2Q=∠ C2S2T2, また,∠ PAl S2

=∠ PC2 S2ゆ えに,∠ P Q S2=∠ PS3 S2, これより,四 点PQSs S2が 同一円周上にあり

次の結果を得 る。

■ P・ SI Q=銑 S2・ Sパ 8=定 数=輝 ♂ … … … … ⑩

この式の定数の値は,適 当に計算すれば求 まるが,文 献3)より引用 した。 さて,上 式より,

卵形線上の外分枝上の点Qは ,S.に 関する点Pの 反点である。それゆえ,内 分枝 と外分枝が焦

点に関 して反転曲線の関係にある∫
) ・

次に準線 (S3;S3C2 )の 半径を求める。Ss Ca=S8 U 2 = S l  S 3 ~ S■S2-S2U2

(10)式 よ り
・̈ ・̈・̈・・“̈・・̈¨̈ ¨̈・・̈ ・̈・…………・・・̈ …̈…  l10

図より,S2U2=♂ ≒
(S,T2-S.S2)(7)式 より S.T2=(12/m2)c

これより,次 の準線の半径 (Ss C2)が求まり,同 様にして S3C■が求まる。

& Q二
洲

C 0%Q=洲 C

4.卵 形線の第 3の焦点とそれに対する準円,補 助円,準 線

さて,(10)式 より,S3が デカル トの卵形線の第3の焦点であることがわかるξ)これは,

(8),(9)の 関係が,作 図 1と類似していることからもわかる。

4-1 第 3の焦点の他の焦点との同等性

このことについては,図 13における,S3P=r3と すれば,rlと r3が~次 の関係にあるこ

から明らかにされているのが,こ こでは,別 な見方で明らかにする。

定義 より Sl S2=c=R12

SI S8=脚C

=m2_n2C=R"

=押 C=L3

これより,S.S2:S2SS:S3Sl=m2-n2:k2_ma:.2_12 ゅぇに,Sl,S2,S3 が

同等であることがわかる。 5節 において, このことはより明白になろう。

4-2 第 3の焦点 と第 1,第 2焦 点間の準円

前節の同等性から,(Sl,S2)の 間に一組の準円が存在するのと同様に (S2,S3)(S●

S.)の 組にも,そ れぞれ一組の準円が存在すると考 えられる。次にそのことを具体的に示す。

図13において,S8よ りS2C2に 平行 な直線を引 き,直 線 S2Pと の交点 をB2と する。する

と,S■ B2の 長 さは,次 のようにして求 まる。

P S2=P B2=P B2-P S2=S2B2

Ca P  P  Ss P S3~P C2 S.C2

(8)式 よ り P S2:C2P=m:k ゆえに

l131

(11)式 より
    s.s3

(14),(15)式 より
 s2S3

入 して

S2B2=詈 S.C2 これに (12)式 の値 を代

c (定 数)

０
　
０

l161

S2B2=制

同様に,S3よ りSi Clに平行 な直線を引 き,直 線 Sl Pとの交点 をA2と すれば,

銑 九 二
制

C囲

ここで,S2,B2,S3,C2お よびPの 関係が作図 2に対応 していることがわかる。 また,
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S2B2=側 c=十 眈 跳 Q=脚

焦点 S3,Sl間 の準円の半径 は,

跳Q=HC=詈 L3

ここで,(15),(16)式 を使 った。

4-3 ,p形 線の定義式

&け 制 C=モLr……ω

さて,Si S2間 の準円の半径 は,(14)式 を使 って,書 R12,キ R12で あり,焦 点 Sl,S2

から卵形線上の点 Pあ るいはQま での距離 をそれぞれ rl,r2と お くと,rl,r2は ,

Sl,A2,S3,Cl,Pに ついても同様, これより,次 の結果を得 る。

焦点 S2,S● 間の準円の半径 は,

ただし,R13=~R31, k>m>n>0の 場合で,

ともに同一の卵形線の内分枝 を表わし,下 の方がと

c=景R"… …0つ

l191

は ,

001

0つ

(19),(20),(21)の 複号の上の符号が,

もに同一の外分枝を表わす。つまり,一 組

m rl土 n r2=k R12

を満 た したの と同様 に,焦 点 S3か らの距離 を r3と お ぐと, (17)式 よ り,r2,rl

平 k r2土mr.=n R23

を満 たし,同 様に,(18)式 より,r3,rlは ,

~n r3平 k rl=土 m R31

下式を満 たす。

/

/チ/~

/´

~~｀

イ

＼

ヽ
、 __´

図 14
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図 15

の卵形線 を定義する場合,(19),(20),(21)の どれを使ってもよいことになる。

さて,定 義式がわかると,準 円,補 助円がわかる。 また,図 13におけるように,準 円は準線

でもあった。 これらの円 (準円 6コ ,補 助円 6コ )を 具体的に描 くと,図 14のようになる。

ただし,m=3, ■=2,k=5,R12=2と して (15),(16)式 より,

R23〓 6.4,R8■ =~8.4

図14からわかるように,補 助円は, 6個 の円が互いに接 している。 これは,補 助円の半径 と中

心の関係から計算 してもわかる。 また,図 15のように,作 図 3に おける1つ の補助円と2つ の

焦点の関係 は,焦 点が補助円上にある場合を除いて, 6種 類に分類できるが,図 14の 6個 の補

助円 とそれに対する焦点 (補助円 012,

02■は焦点間 Si S2を それぞれ,内 分,

外分 した点 を中心 としている)の 関係 は,

この 6種 を全部満 たす。 また,卵 形線は,

内分枝が一番内側の補助円に内接 し,外

分枝が一番外側の補助円に外接 すること

がわかる。 これより,卵 形線は,一 方 を

包含する二つの補助円によってその概形

を摘むこと力fできる。

1日

5.デ カル トの卵形線とその空間曲線

図16におけるように,頂 角の異なった

回転軸の平行な円錐面の交線の回転軸に

垂直な平面への正投象は,デ カル トの卵

形線であることが知られている」
)
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5-1 二つの円錐面の相貫曲線と卵形線

上記の相貫曲線の正投象が卵形線であることを,双 極座標 を使って示す。

今,二 つの平行 な回転軸によって決 まる平面を π2,回 転軸に垂直な平面 をπ.とする。ここ

で,π 2を立面図,π .を 平面図 としたのが,図 16である。 さて,頂 点 Sl,S2を 持つ円錐面の

頂角をそれぞれ,θ l,θ 2と する
場

ここで,C°t θl=m,cot θ2=nと お く。すなわち,m,

nは ,π l面 に対する円錐面の傾角を表わす。また回転軸間距離,す なわち,Si Sち をcとする。

また,回 転軸 を al,a2と する。alと Sl S2の なす角をα とおき,cot α=kと お く。交線(す

なわち,デ カル トの卵形線の空間曲線)を xと する。 x上 の任意の点Pと Slを 結ぶ線分 (す

なわち,円 錐 Slの P点 を通る母線上の線分)の πl面 への正射影 をrlとする。同様に S2P

の方 をr2と する。すると,SI Pと S2Pの al軸 への正射影 は,そ れぞれ,m rl, n r2 に

等 しく,こ れらの和は,Sl S2の al 軸 への正射影すなわちkcに 等 しい。ゆえに,m rl+

n r2=kCと なり,π l面上の点Plま,(2)式 を満たすデカル トの卵形線上の点であることが

わかる。 Qに ついても同様に考えて,m ri一 n r2=kCを 満たすことがわかる。

5夏

[.屋 署名 層邪 ξ         二っの円錐面の母線の交点 を,図 17のように,A

B,C,D, とする。∠DAC=∠ DBCよ り,明 らかに四点A,B,C,Dは 同一円周上に

ある。 ここで,直 線ABと DCの 交点を S3と する。 また,直 線 B S3_Lに S3に 対 してBと 反

対側の 1点 をEと する。∠ADC=∠ Sl BAよ り,∠ CS3 Eの 二等分線 a3は ,al,a2に 平

行である。つまり,円 錐 Slと 円錐 S2を 決めると,頂 点を S3,回 転軸 をa3,子午線を直線

ABと する円錐面が,一 意的に決 まることがわかる。 ここで,円 錐面 Sl,S2の 交 線が円錐

面 S2,S3の 交線および円錐面 S3,Slの 交線 と空間的に一致することを示す。

図16と同様 に,円 錐 S3の 頂角 をθ3とする。 また,a2ク a3よ り,∠ BSs Cの 二等分線は,

a2に直交する。 この交点 をH3と する。 さて,S2H3,S3H3,頂 角 θ3を m, ■, k, c を

使って表わす と,次 のようになる。

%L=鼎 C %L=脚 c 021

031
mn

COt θ3 =tan α ・cot θl ・cOt θ2=

ここで,S2を 原点,a2を Z軸 ,al a2で 決 まる平面 にX軸 ,そ れに垂直 にY軸 をとると,三

つの円錐面 は,上 式の関係 か ら,頂 点 の座標 が,Sl(― c, 0, kc),S2(0, 0, 0),

S3(S3H3,0,~S2H3)と 表 わされ,傾 きがm,n,十 置 と表 わされ るか ら,次 式 の よう

に表 わされ る。

(x+c)2+Y2= 00

x2+Y2=『 ……………………1……………………… 20
い

け押 中 ～{Ltt CI″ ………ω
この三式の うち二式,た とえば (24)式 と (25)式 か らXを 消去 したもの と,(25)式 と(26)

式か らXを 消去 したもの とが一致 し,ま た,Y,Zに ついて も同 じことか ら,円 錐 面 Sl,S2

S3の 交線 である空間曲線 は, ただ 1組 存在す ることがわかる。
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次に,△ St S2 Bについて見ると,Sl B,S2B,Si S2の πlと の傾 きが■,n,kで あり

明らかにk>m>nで あり, これは,(3)式 に対応 している。同様に,△ S2S3B2に おいて

三辺の傾 きの関係が (4)式 の関係にあることがわかる。△S8St Bに ついても,同 様。

また,(19)～ (21)式 の土の符号 も図17と比較すれば明らかである。つまり,空 間曲線 xl

(図16の内分枝 を作 る曲線)が ,回 転軸方向に関 して,Sl,Saの 中間にあるから,rl,r2の

係数の正負の符号が一致 し,x2は ,Si S2の 外側にあるから,rl,r2の 係数の正負の符号 が

逆である。 また,xl,x2と S2,S3な どの関係から (20),(21)の 上の符号がわかる。

さて,こ こで,空 間図形 とデカル トの卵形線の平面的性質である準円,補 助円などの関連 を

考 える。

図18におけるように準円は,各 円錐面の頂点 を通る回転軸に垂直な平面で切断 したときにで

きる円をπ.に正投象 したものであることがわかる。これからも,図 14におけるように, 6個 の

準円が存在することがわかる。ただし,図 18は,立 面図のみ。

図 18
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ことから,012,011は ,焦 点 St,Sち を内,外 分する点であり,補 助円の中心であることが
わかる。また,012B'お よび o,lD′がそれぞれの半径である。

図 19

以上のことから,mri tt n r2=kCで 与えられるデカル トの卵形線に付随する準円,補助円,
準線の位置関係が,図 17さえ書けば,ほ ぼ明らかになる。 また, 1組 のデカル トの卵形線は,
円に内接する四角形 ABCD(特 別な場合三角形 となる)に よって決定 されると言える。

6.デ ヵル トの卵形線の接線

今,一 つの卵形線の定義式がわかっているものとする。つまり,作 図 1～ 4ま でのいずれか
の条件が与えられているとする。図20において,作 図 1の 条件が与えられてお り,卵 形線上の
点 Plに おける接線 を考える。今,Al S2の 垂直二等分線は,P。 における楕円の接線であるこ
とが知 られている。 ここで,Al Plの 垂直二等分線 と楕円上の点 P。の接線 との交点 を Vlと
する。すると,Pl Vlが Plに おけるこの卵形線に対す1接 線 tlである。つまり,△Al Pi S2
の外心 Vlと Plを 結ぶ直線が Plに おける卵形線に対する接線である。Qlに ついても同様。

ヽ
ヽ`

l

＼
、
　

ふ

l業

図

S,S2=C

20
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なお, ここで,P.が P。に一致 した場合,P,Vlと 楕円の接線が一致 し,ま た,P,が Alに 一

致 したとき (暑=0)Vl Plが A.に おける円 Slの 接線であることは,明 らかである。

次に,解 析的に tlが点 P.に おける卵形線に対する接線であることを示す。

図21におけるように極座標表示における曲線 r=f(θ )上 の点Pで の接線PTと ,動 径 S.

Pか らPTの ほうへまわる角をα とすると次式が成立する:)

l dr
C°tα =丁

而

今,卵 形線が,m rl土 n r2=kCの とき,Slを 極 S.S2方 向を始線 とすれば,rlは 次式を

満 たす。

・
=           … ・ω

ここで,複 号 の一は内分枝,+は 外分枝 を表 わす。 ただ し, k>m>n>0

これ よ り,

l dri         tt n sln θ

=T7=/na cos2 θ-2 k m cos θ ttk2+m2_n2 
……………………………09

ζ2+m2_n2

ここで, 図21から
え

COS α COS(サ+γ)cot α=sin α
=sin(号

+γ)=~Sin 
γ .………………………………00

COS γ

ところで,S2P:PA=m:nよ り,m sin γ=n sin β  ……………………… 00

また,△ ASi S2に おいて

C        C
(k2/m2)+1-2(k/m)cos θ ・̈¨̈ ¨̈ ・̈¨̈ ……… 00

sin β s i n  θ

(31),(32)式を (30)式に代入して,β,γ を消去すると

 `          一 n sin θ
∞tα =         … ……… … …… 00

これ は,(29)の 一の符号 を もつ式 に一致 し,(27)式 が成立 す るこ とがわか る。 ゆ えに, tl    i

が Plに お け る卵形 線 の接 線 であ るこ とがわか る。 t2に つ いて も同様。               =

は
7.総 括

デカル トの卵形線 を楕円の一般化 と考 え,考 察 した結果,以 下のような二 ・三の幾何学的性

質がわかった。

○円錐曲線には,準 円,補 助円,準 線が付随 しているが,こ れは,卵 形線にも同 じような準

円,補 助円,準 線が付随 していた。 しかし,卵 形線には,焦 点が 3つ あり, したがって,

準円が 6個 あった。 また,卵 形線の準線は円であり,円 の中心が無限遠点にある場合が,

円錐曲線の準線 となった。このことから,デ カル トの卵形線の特別な場合が円錐曲線であ

ることが明らかになった。

○デカル トの卵形線の接線の作図法 も得 られた。 また,デ カル トの卵形線の特別の場合が,

一-48-―
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2)

リマソンであることが知 られている が,卵 形線の接線の作図法は,この場合にも使える。
O卵 形線の空間曲線 をつ くる二つの円錐 について考 えることにより,準 円,補 助円,準 線お

よび三つの焦点の位置が簡単 にわかるようになった。
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.1んὲ.、4乙 /“ 協 、f争

｀ 〔 /デカル トの卵形線の曲率円 *

蛭 子 丼 博 孝 **

デカル トの卵形線は,前 論文1)において,焦 点,準 円,準 線,補 助円などの性質から楕円の

一般化された曲線であることを述べた。本論は,引 き続いて卵形線の円による包絡,お よび頂

点 (長軸,短 軸)に おける曲率円の作図法を考察した。

幻

1.卵 形線 を包絡 す る円群

この節 では,あ る円群 を考 え,そ の包絡線が卵形線 となることを幾何学的 に示す。

今,図 1に おいて,文 献
1)作図 3に よ りP,Qが 求 ま り,直 線 12と直線 PQの 交点 をAと す

る。 P,Qが 卵形線 を描 くとき,Aは ,準 円 Sl(中心 ;半 径 =Sl;SIA)上 を動 く。 ここで,

012Ml=m ttn'S1012:012S2=n:mとすると,SlA=#cとなる。さて,直線tl,t2は,
文献1)の6に よってP,Qに おける卵形線の接線である。 またPに おける卵形線の法線をnlと

する。 そしてnlと 12の交点 をRIと すれば ∠APMl=∠ S2PMl,nlは △APS2の 外接円の点P

における接線より∠RIPA=∠ PS2Aゆ えに ∠RIPMl=∠ RlMIPと なり△RIPMlは 二等辺

三角形 となる。(同様に△RlQMIも 二等辺三角形 となる。)こ こ■ 点Pを 通 り直線 NIMlに 垂

直な直線 とll,12の交点をNを,M2と する。する

と∠SlPN,=∠ NちPS2よ りS2M2:M2A=S2

Ml:MlA=m:nと なり,M2を 通 り直線 SIA

に平行 な直線 と直線 SIS2の 交点を021と す れ

ば,M2は 中心 021,半 径 m― nの 卵形線の補

助円上の′点となる。∠M2PMl=∠ R,△ RIPM1 /

奮:薫黒歌ミ硲21'01∫1互llil≦ゴフ
′

´
‐

―

‐

＼

f」■IL′ヮ i
および (021;021M2)=(021; m■ C,)上 をそ

れぞれ動くとき,Rlは中心00(線分D1202191
１

１

１

．

．
、
、
、
、
、:秋

野
Ｗ
ＩＩ

′

′

′

ノ

中点),半 径

(轟 十善 ソ2=分 =mkCOmkc を、ぅ
m4-n

をもつ円周上を動 へざ
た,NちはM2Nち上NIMl

より文献1)の作図 4よ り補助円 021上 にあるこ

IIiy■Ⅷλ鵬
仇 L=

*  昭和51年6月 10日受付

** 大阪大学
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↓
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諷轟 ―轟 ン2=轟 =泳偽
このように,円 (00;OoRl),(00;00R2)の 中′しヽおよび半径 は補助円 (021; m~n),

(012; m ttn)よ り求められる。 またRIP,RlQは 等 しくかつ P,Qに おける卵形線の法線で

ある。ゆえに,円 (Rl;RIMl)は 卵形線にP,Qで 接する円となる。図 2に 示すように円(00

;00Rl)上 に中′とヽをもち,M2Rl=RIM lを 半径, つまりMlM2を 直径 とする円 (Rlを 動点 と

し,直 線 S2Rlょ りMl,M2が 決 まる)の 包絡線は卵形線の内,外 分枝である。同様に円 (R2;

R2Nl)の 包絡線 も同 じ一組の卵形線を与える。 これらの同′しヽ円 (00;OoRl)=(Oo;mkcO),

(00;00R2)=(00;nkcO)は その周が卵形線から等距離にあるので,卵 形線に対する等距離

円と名づけることにする。

2.等 距離円と焦点 との関係

ここでは,卵 形線の第 3の 焦点 も考慮 して前節 と同様な等距離円および等距離円と焦点の関

係 を調べる。

図 1に おいて等距離円 (Oo,OoRl),(00;00R2)は 補助円012,021よ り求められた。同

様に卵形線には図 3に おけるような関係 にある補助円 (破線の円)(023;n(k~m)CO),(032;

n(k+m)CO), 補助円 (013;m(k~n)CO),(031;m(k ttn)cO)が ある。 ここで, 点0″(1+j,

1,j=1,2,3)を 通 り互いに平行な直線h″を引 く。補助円0〃とh″の交′点をH″,Hち とする。今

H〃 とHノの中点をR`,H与 とH夕の中点をRブとする。すると0″0夕の中点を00と すれば(すべ

ての1,1に対 してただ1つ の′点となる),00RIは 等距離円の半径 となり次のように求まる。

半径は,補 助円023,032に対 して

(n(k+m)cO+n(k― m)C。)/2=nk CO

(n(k ttm)cO―n(k_m)CO)/2=mn CO

′′■I~~｀ ヽ、

(2)

(3)

/   /

三 ニニ/

図学研究 第19号
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これを等距離円 Kl,K2,K3と する。

また,焦 点は直線 H″Hノ,HちHノと直線 0″0,の それぞれの交点 Sノ,SIで ぁる。

計算により 0。S,・0。Sプ=0。R′ (i+j tt k) (4)

が成立する。式 (4)は反転を表わしてお り,焦 点 SIは等距離円 K々に関するSプの反点である。

さらに(4)式より,点 0。,Sl,S2,S3を 与えるとき等距離円 Kl,K2,K3を 求めることができて,

逆 もまた成立する。ゆえに,つ ぎのように述べることができる。

1.卵 形線は一直線上にある等距離円の中心 O。,3焦 点 Sl,S2,S3よ り定められる。

2.卵 形線は同心円である3つ の等距離円より定められる。

3.卵 形線の頂点における曲率円

さて,図 3に おいて等距離円が3つ 求められた。いま,図 4に おいて,焦点 Sl,S3の 組に対

する等距離円 Kl,K3に 対 して Sl,S3を 通 り互いに平行 な直線 11,13を引 く。その 11,13と円 K3,

Klと の交点 をRl,Rl,R3,R:と する。(図 1に おいて,RIR2,RlR,等 が卵形線の法線であった

ことから),RIR3,R:R:,RiR3,RIR:は 卵形線の法線 となる。 また,RIR3,R3Rlと 円 K2の 交

点をR2,R,と すれば,点 Sl,S2,S3円 Kl,K2,K3の 同等性 より,R2R,S3は 同一直線上にあり,

また,SlRち ″S2Rl,SlR2″ S2Rl,R3S2″ S3R2と なる。さて,∠ RlS200=∠ RIS2S3で あるこ

とも簡単 な考察からわかる。 これにより,RlS2と 円 Klの 交点 Rlは点 Rlと 直線 0。S3に 対 し

て対称 となる。同様に RI,R:が 求 まる。

補助円 013,031に 対 して

(m(k+n)cOttm(k― n)C。)/2=mk C0

(m(k+n)c。_m(k― n)C。)/2=mn CO

ゆえに等距離円は,中 心 を00と し半径 (1),(2),

/   
~́~「```＼＼＼

陥/

/

＼
、

、 ___ィ
/

図 4

(1)

(3)

(3)の二つの同心円であることがわかる。

/ァ ＼
＼

＼ ヽ

RII

1“Cち

2‐o12

3‐o13

4`Ci

5`S2

6“Vl

7‐R:
‐R3

l_´ ―

―
~´

／

／

＼
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―

、

＼
/
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/
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/
さて,RIR3,RIR:,R3Rl,RiRlと RIR3,RIRl,R3Rl,RIR:は それぞれ,直 線 0。S3上 で

交わる。それはRと Rに 関する2法 線の交点で,そ のため llが0。S3に 一致する極限において

この交点は曲率中′心となる。つまり卵形線の対称軸 (長軸)上 の頂点での曲率中′し、の位置が求

まり曲率半径が次のように求 まる。

前節 より卵形線の定義式がmrlttnr2=kC(k>m>n>0)の とき,等距離円 Kl,K2,K3の 半径

は(1),(2),(3)となり,(4)式 より

oosl=n2c。,o oS2=m2c。,ooS3=k2c。                      (5)

これよりCiを 図のようにとると極限においても S反 2″S2Rlで R2→ 031,Ri→ 023 Ci→

Clとなることより slci={≒暑ヶ:3f暑―→SlCl==諄ミ器
SiCl=

c(knCottn2c。 ) _   n(k ttn)c
(m+n)(k― m+n)(knC。+n2c。 )十 (kmC。 ―m2c。 )

ここで,Clの 作図法のみ図4-1に 示 した。他 も同様。 なお(6)式の計算に(1)～(3),(5)

を使用 した。

さて,卵 形線は補助円 012;021に Vl,V2;V3,V4で 接 しV′は頂点である。

これよりC,VIは長軸頂点 V′の曲率半径 となり,次 のように求 まる。(1)～(3),(5),(6)を使っ

て   CiVl=012Vl+S1012~SlCl=(0。 023~00013)+S1012~SiCl

n2c     n(k ttn)c

m2_n2 (m+n)(k― m+n)

同様に C2V2=
(k+m)(k一 n)c

(m+n)(k ttm― n)

C4V4=
(k+m)(k ttn)c

(m― n)(k+m+n)

(6)

=糾 ―
牌

十

_ (k― m)(k+n ) c

( m t t  n ) ( k―m+n)

Q L =

mnc

m2_.2

さて,図 4に おいて,13が円 Klに接するとき

Rl,Riは 一致 し,法 線 RIR3,RiR3は ~致 し,

その交点 R3は,図 5の ような一致 した点 C6と

なることは明らかである。 また,こ のとき,法

線は図 1よ り明らかなように00Rl″SlV5と す

ることにより求 まる卵形線上の点 V5,V6を 通

る。 さてこの V5,V6は 解析的にはdρ(s)/ds=

0を 満す曲線の頂点であることも考察できる:)

ゆえに点 C5,C6は ,頂 点 (短軸に相等)V5,V6

における曲率中′し、である。図 1の 関係 を考慮 し

て00C6〃 S3V6,00C5″ S3V5が 成立 し,∠ Rl

V6S3=∠ RlV5S3=∠ Rも 成立する。

ゆえに,曲 率半径 C5V5,C6V6は

C5V5=RlC5~RIV5

/

/(´

‐~‐
＼

＼

＼ _、
____´

/

図  5

＼

／

‘
′

，
‐
‐

ヽ

、＼

隆́
′

Ｋ３

／

‘」。ヽ
一ヽ＼

00C5_V k2m2_m2n2c=V00R← 00Cξ―Rβr廿 ―
 m2_評  ~

mv k2_n2_nV′ k2_m2

m2_n2      C
同稽良に C6V6=

mv′k2_n2+nV′ k2_m2

m2_n2

これ よ り,Crを 中′し、,C`VIを 半径 とする6つ の頂点 における曲率 円が明 らか となった。
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ここで焦′点S3を通る卵形線の接線 tl,t2が短軸頂点の位置を与え, これはS3が 無限遠に行

ったとき楕円に一致する。

以上,卵 形線を包絡する円群の中心は等距離円上にあり, 3つ の等距離円が求まった。 また

卵形線の曲率円の幾何学的作図法 およ銭 その証明がなされた。その曲率半径は,卵 形線の定

義式の任意定数 m,n,kの 簡単な関数であることがわかった。

また, ここで, この小論を書 くに当り,御 教示 して下さった大阪大学の増田祥三先生に厚 く

おネし申し上げます。
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デカル トの卵形線の性質に関する考察
*

―一 計算機援用作画による比較検討 ―一

蛭 子丼  博  孝
**

1. 1まじaわに

卵形線は,数 学上
｀
内部の任意の 2点 を結ぶ線分上の点がすべて内部の点である閉曲線

″
と

いう凸閉曲線 としての定義があ り,そ の微分幾何学的な性質も多く研究されている。 しか し,

これとは別に,卵 形線の初等幾何学的な
｀
円とその内側の 1点 からとの距離の比が一定な曲線

″

としての定義がある。これは,デ カル トの卵形線
1 2`)と

呼ばれ,や は り凸閉曲線 としての卵形

線の一種である。この初等的作図による定義から,幾 何学的考察により,卵 形線を種々な定義

で表現できることがわかった。今回は,そ のうち,卵 形線の作図0を 多く示 して,そ の表現 を

明かにした。これには,双 極座標表示 6)ゃ極座標表示の動径 と角の関係式より卵形線上の点の

座標を計算 しXYプ ロッター
"に

よる出力を行 うことにより,精 度や時間の面での計算機
4)の

援用を行った。次に,卵形線の縮閉線の表現法をも考察 し,法 線の包絡線 としてばか りでなく,

媒介変数表示をも導き出し,計 算機により作図を行った。

2.卵 形線の種々の表現法

(1)卵 形線の右 ・左離心率 をパラメータとした表現

デカル トの卵形線は,双 極座標を用いて,m rl土 n r2=kC(kは 定数)で 表現される。
0

ここで, cは 焦点 (極)間 の距離,rl,r2は 双極から卵形線上の点までの距離である。これに

より,卵 形線の長軸の長さ (補助円の直径
2))は 2kc 

で表わされるが,そ れを固定 し,左

離心率 e′二
十,右 離心率 er二 十 (楕円では,左右一致)を 定義 し,こ れをパラメータとし

て,形 状変化を考えた。

図 1は 長軸80mmとし, k=10, 4≦ n≦ 9, n≦ m≦ 9の 場合の卵形線である。なお作図に

際 しては180点の座標を計算 し,XYプ ロッターに出力した。卵形線の外分枝 m rl―n r2=kC

については,長 軸 を60mmとし,同 様に作図した。この図よりいわゆる卵の形は,つ pの実験
″η

のニワ トリの卵の写真 と比較 して (et;er)=(0。 6;0。7)か ら (0。7;0。9)の デカル トの卵

形線で近似されていることがわかる。

(2)3つ の同心円群の各交点列 としての表現

卵形線の定義式 m rl土n r2=kCが 与 えられた とき,一 k r2+m r3=± n(主絆環号)c,〔 こ

こで,(誉緯瑞告Ftは ,第 2,第 3焦点間の距離〕によって定義される第3焦点を用いた卵形

線の表示式がある♂)この2つの表示式を用いて,第 1,第 2,第 3焦点を中心とする3つの同
心円群の交点としての卵形線を作図した。

図 2に おいては, k, m, nお よび同心円の数 h,第 1,第 3焦 点間の距離 SiS3を入力し,

cを 計算 し,次 に卵形線の第 1焦 点を中心にし, 1番 短い半径 rl=m+n cか ら,h+1番 目

のri+1=皇晋〒ギ
‐ +2nc=m+n Cの 半径の同心円を等間隔に h+1個 描 き,同 様に,

第 2,第 3焦 点を中心にして r」からr」,r」 (1≦ ′≦ h+1)を 計算 した同心円を h+1個

づつ描いた。ただし,卵 形線を強調するために,内 分枝に関しては卵形線内の円群は描いてい

ない。また,外 分枝に関 しては,卵 形線外の円群は描いていない。さらに,内 外分枝 とも,そ

の各 3つ の円の交点を通る,つ まり k,m, n, cで 決まる卵形線そのものも描いた。

図 2 k=14,m=13, n二 10,SlS3=150mm, h=15(原 図)

図 3 k二 10,m=8, n=6,SlS3=28mm, h=12(原 図)

*昭 和60年5月 27日受付  **広 島女学院
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図 2

(3)楕 円 と準円間の曲線束としての表現

楕円 とその第 1焦点を中心 とする準円が与えられたとき,楕 円の 2つ の焦点 とその準円
2)を

共有する卵形線を描 くことができる。このことにより,卵 形線は,パ ラメータ変化により,楕
円 と円の間を連続的に埋めつ くす曲線族 ととらえることができる。

今,準 円は,第 1焦点 Slを中心,半 径 寺 cで ある。このキ c=R。 を固定 し,また c=C。

を固定 して,間 をうめる卵形線の数 を hと し,mを h+1か ら2(h+1)ま で 1ずつ増 し,
nを 2(h+1)一 mま で変化 して, kを 求め,そ の m, n, k, cよ り卵形線を描いた。
図 4(a)m:n=1:1(楕 円)か ら m:n=1:o(円 )の 間に h=3本 の卵形線を

才苗いている。

(b)h=9本

(a)

―- 11 -―

図 4(b)

昭禾日60年9月図学研究 第37号
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3.卵 形線の縮閉線
6 めヽの表現法

(1)卵 形線の法線
2 9ヽの 包絡線 としての表現

6 釣ヽ

卵形線 m rl+n r2二 kCの 第 2,第 3等 距離円
"と

第 2,第 3焦 点を通る平行線 との交点

(ここでは,第 2等 距離円 と第 3焦 点を通る平行線の 2交 点 と第 3等 距離円 と第 2焦 点を通る

平行線の 1交 点よりそれらを結ぶ 2本 )を 結ぶ直線は卵形線の法線 となる。

このことを利用 し,法 線の一部分を描 き,そ の包絡線 としての縮閉線を描いた。 (図5)

手順は,第 2,第 3等 距離円の半径 と,そ の中心 と第 1焦 点 との距離を入力し,内 部で,第

2,第 3焦 点の位置や,c,m, n, k等 の卵形線のパラメータを計算 し法線 と卵形線を描い

た。なお,頂 点における法線によって,平 面を4つ の部分にわけ,そ の別々の範囲内の法線の

みをひ くことにより,そ の包絡線である縮閉線を浮び上がらせた。

図 5-1 図 5-2

(2)媒 介変数表示を利用 した表現

上節で描いたような法線の包絡線 としての縮閉線をとらえるのでは,包 絡線を見る人が極限

曲線 として想像 しているだけである。また作図時間もかかる。そこで,縮 閉線そのものを描 く

ことを考え,曲 率中心の軌跡 としての縮閉線を考えた。そして,曲 率中心 (χ,y)を 角 θ の

媒介変数表示の式を導き出した。下式の α,yは ,第 1焦 点を原点 とし,第 1,第 2焦 点を結

ぶ直線をχ軸 とする ″y座 標で,媒介変数 θは,卵 形線上の点Pを ,第 1焦 点を極 とし,第 1,

第 2焦 点を結ぶ直線を始線 とする極座標で表わしたときの角である。

χ =

cosθ _n2sin2 
θ )

_ k  m  c o s 2  θ_k ml〕

一c・ n k msi n 3θ(km~n2c o s  θ_n/k2+m 2 _ 2  k  m c O sθ―n2sin2 θ)
y=

(m2_n2)〔(k2+m2_2 k mcosθ )/k2+m2_2 k mcosθ ―n2sin2 θ+nl(k2+m2)

cosθ― k mcos2θ_kml〕

この式は複雑であるが縮閉線そのものを表すことを示すため,こ の式で描いた図を上節の包

絡線の位置に重さねた図が図 6で ある。図 6よ り上式は,卵 形線の縮閉線の媒介変数表示であ

ることが確められよう。最後に,図 7で は,上 式に離′し、率 (十,十 )の 異なる値を入力し,卵

形線 とその縮閉線を描いた。

図学研究 第37号 - 12-― 日召希口60年 9月
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図 7 縮閉線のいろいろ
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4.む すび

以上,反 復量の多い作図をX―Yプ ロッターで作図することにより(1)卵形線の左離′しヽ率,右離

心率による形状変イビ2)卵形線が 3つ の焦点をもつことの模式イビ3)卵形線が楕円の一般化である

こと, さらに14)卵形線の縮閉線の形状変化等についての卵形線の性質が若千,明らかになった。

さいごに, この小論を書 くにあたり,御 教示 して下さった大阪大学の増田祥三先生に厚 くお

ネL申し_Lげます。

使用作図装置

1.NEC PC8001MKHセ ット (ディスク装置,プ リンター)

2.グ ラフテック社 マイプロットH MP 1000-01型 (RS-232C)

仕様

|[:731[[lllllil覆

進習

mli3術

]軍

度 150mm/seC
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Some properties and computational constructions

of the Cartes■ an ovals by XY p10tter

Hirotaka Ebisui

The Cartesian ovals are simply deFined with bipolar

coordinates.  However ■t is difFicult to draw them by hand―

wr■ tingo  ln this paper, therefore, we have constructed a

computational draw■ ng system by means of XY plotter that

works with PC 800■ mkII.  And then, the ovals will show some

particular properties.  First, the ovals change gradually

with leFt and right eccentricities.  Second, the set of the

■ntersections of three c■ rcles forms the oval.  Third, when

the eccentricities change continuously without changing the

director circle and the foci, the ovals fill between the

ellipse and the director circle.  Forth, there can be shown

two kinds oF evolutes of the ovals.  The one ■s drawn as an

evelope of the straight lines, and the other with paramatric

equations.  In this way, these properties of the oval can be

shown for the first time by us■ ng computational draw■ ng system。

図学研究  第37号                         - 14 -―                             昭不日60年 9月

P.36



Date

/フア,ノ 月2′l]〕受F4

蜂 〕キ博雄
〒
‐力

'し
トハ

`｀
T 脅や、l・自 3ヽれtiち I=裳姜イ

ノ
■ヽ

Li¬
い
デ
｀
ρlレトのlP■ぅ4旬ιら ・

・■の十宝1先Iリュ 号夕、号Li ロ́サ乙1'′ムとt′/フフル

_           _ミ 以__ _  _ _ェ _

F`37 111ゝ■i■B_ハ SュPB __oS、 PS _      _

=、31 ■ 1年  _ゝ 。■2___て ,Y:‐
Pll 1 1 21   _R(531  _R〔 l〕j_

Fl=  :ス7_  _S、 Cl  ___S〕Ca   _ _   _
夕    : 28    __S、 3)_ _ _ S.6ュ                   _

_P、主鉾 _:19 __1ふ ___キ 凰_ __       _
_卜31■3__静 革性―畿翠1 - ― ―

P・午1

) :争ゞ

ら 1年

■少ち4(1

‐ も 、

/ヽ等
■hRョl

∫一 ザヽl
ｉ

一　

　

一

一
ヽ
一

―

Pr,11 二
`iS

P4生δ   F

〕イテ,ユ

3

/“

タ

n、 い

st(θr,
ぃ|さ(む′

hミ υη

り11″
`, 1 9`:,`

a八 11・む,

じぃ (111■)

～
、「番■|)

P,■
'

11l lテ三ヵ,ント?'lP iぅ隼象っ

R7

)、′さ

菫υ
‐
321

SC″ o卜″スく ∫Ctt θ′″″く

∠暮″gr″ f″

々 レ″c″なχ

4ξ ″r・・Rレ r″

吟―C

山摯 RIメ ロ li多1飛ノ11ち′11フ
`キ

1ヨ

ー ー… 後く ―       一

T■7 _ム .n「
′(

つ

P:′0  7ぢ13

F夕lt (1,ト

ド:R3
姦 萄 扇

′ (

ヽ ・ _η

ょ1年 ,n

:千:力|レト,lP i′令主,ヤゝ後 稟
Rl  TJ-31ヨ        後:切2c

hユ
ーnι

薇“ntと

ミ,聴

`        _
J′・_′場ar

hユーnた

,ュ阜7月 _

、1な誉、()1■1氏11■イ
'こ

rr t)■12,寃iめ131

7券 ∫)ヽ

ぬ

|コイ″i家i〕だ′ヵ鴨ヶノ■.

P.37



υ
ｒ
，　
　
　
　
一　
ヽ

.1■  7:|)ヽ 12

【:tな け

P、1娑左22

`1ぃ
争am徐 ブ

ン σo r/73/2

lP I`7n k≠、1■

■ 乙 4

■ 6ヘ

々い a

デ″′い。FP,ダ永っ)|■111コろぅ考霧、1

IIIII負|ハ襲IIII■■■|

,ヽ等可子o,物|コ=:
日■るF宏/1呈/1,99年,/1

>θ 6SJ/2

■)iう阜旱主ユlR

〔午¬

:ザil蠍ど1幾|りf彎;幾ittf
ス'1在1

溜 ご |ル
"セ句 /″

〔
`ユ

 IIマ
・

Rい

|).`

み:|卜ヽワ|'1多

砲 トイ
ー
3 1

在 争

も つ

イ1 12

4′
`

争‐台、っ久2年11みィン:11)iうこhi与口

'ス

1■/`′=チ′,7`・与メ月

ぬ
`、

C′  鳳 も,′t

`へ

ヽ
`7))   

〔∝kIJ)

17〕

〔1′1

Ptつ

1｀
う ン11

ア′|〕

P,17

ン、′Y

卜■1,予グ

'),埠

]ゆ |卜,la 7 11ミL〕ビ :| ヽゝ 句乙舌突 7ot/"ォ キ′■月

ろ1'   4グ F4)`   ■ ・2″

ろTィ「ふ;   五 %:Q2ア と   A~rの 2,多ご ュ

■ 7     (II(ィ I)     (lξ (ハ,    _

■ ■1メ

子 b■

食生ゝ ヽ

年
み

た會ザI1111年碁ヽヽ會itカネλi集田ログ
`

27 滋
レノ

`

D 餞ヽ邦

P,ネ|

て
`力

p′,卜〕η)F`タ
ζLl /ヽ・

'  J「

]  ハ〃 乃χ77″ ノゞθ〃  ア, 7 0υκアル
` 

θttDZ R ′クκ乃4ε2ダ BYア″2

θrへL W171- r 3 1炒 rZ RS′θ_ャ ′0/″ア』、P4■凛 ι″レ ィ
♂咲

Iεみε
`D4  

ハ

ー

′ フ之χ4∫ ク∫/4 /1く′: ∫
'ノ

P.を,1   ろ |?   n「 1主ムL F4'   4「 :=nr3.、こ
`

〔12

P.38



”
『
”
一”
　
Ｏ
ヽ
　
０
０
ヽ
「
①
Ｏ
一
一〇
つ

∩
）
　
ｏ
・
】
　
　
　
　
”
一”
〓
一
　
〇
〇
一一
ヨ
「

「
　
」
ｏ
つ
一
ｏ
一
∽
　
　
Ю
い
　
ｏ
く
”
一

「
　
α
Φ
つ
一
〇
一
∽
　
い
い
　
ｏ
く
”
一

合
り
　
つ
。
Ｎ
　
　
　
　
　
げ
①
「
け　
ｏ
Ｏ
一Ｃ
ヨ
つ

‐（け
‐Ｃ
に
Ю
К
Ю
卜
¨
∽
一∽
ヽ
”
０
　
・
・
・

―
↓
　
（嘔
す
の
「
Φ　
・
∽
・∽
に
”
０　
・
・
・

＾
）
　
一
・
一
　
　
　
　
　
”
一
”
コ
一
　
〇
〇
一Ｃ
ヨ
コ

‥

‥

‥

‥

・

＼
羽

ぁ
Ｎ

＝
　
も

＼

一あ
あ

ヽ

（
）
　
「
・
Ｏ
　
　
　
　
　
ｒ
①
「
一　
〇
ｏ
一ｃヨ
一

（〓
コ
‐
〓
ド
Ｏ
ｏ
∽
　
も
）
ｏ

ヽ
一
Ｎ
＋

ヨ

、
―
一

Ｎ

↑Ю
（ヨ
コ
‐
マ
、
〇
〇
∽
　
ヽ
）
０

ヨ

、
―
一

ヾ

（
）
　
ｏ
・
卜
　
　
　
　
　
”
一”
コ
一

いけけ　”
∽
　
一コ
Φ　Ｏ
ヽ
一”
一「

レ
ト
　
”
∽
　
一
す
ｏ
　
ｃ
ヽ
一”
一一

（）
　
一
・
卜
　
　
　
　
　
ｒ
ｏ
「
一　
〇
ｏ
一ｃヨ
●

ｒ

壌
Φ
　
』
一
ｘ
①
Ｏ

「
ｏ
」
「

”
】，コ
一
ｒ

卜
・
〓
ｏ

「
い
ほ
に

「
ｏ
一
つ
一
　
ｃ

「
一Ｘ
　
〔
Ｏ
Ｃ
ヽ
　
”
ヽ
け
一
一
・
・

「‐一．隊
　
Ｏ
ｏ
一”
　̈
Ｃ

９

■
ｏ

こ
の
一
の
ヽ
ヨ
一
コ
Φ
α

”

つ
一
”
”
Φ

α
Φ
一
①
ヽ
ヨ
一”
〇
　
”
　
つ
一”
つ
０

（
）
　
「
・
ω
　
　
　
　
　
ｒ
Ｏ
「
”　
Ｏ
ｏ
一ｃ
ヨ
ヨ

Ｒ
コミ
（ヨ＋多
ｈ
Ｆ

―
↓
　
　
〇
（一
ｏ＼
（ヨ
＋
コ
）
¨
Ｏ
）

P.39



デカル トの卵形線の性質に関する考察
中

―その幾何学的構図一

1.ま えがき

デカル トの卵形線は,楕 円を一般化 した 4次 曲線で

あり,そ の初等幾何学的図形は,楕 円の幾何学的図形

と関連が深い。今回は,そ うした卵形線の初等幾何学

的構成図 (卵形線を定義するための図)な どを調べて

いるうちに,初 等幾何の定理 となっている構図を含む

卵形線の定義の仕方を見い出した。ここでは,主 にそ

れを報告する。なお,予 備知識 として卵形線の定義の

仕方について,前 論 1)と重複する部分 もあるが,種

々な角度から眺めて述べてみたい。また,そ の中で,

円錐面 と円錐面の相貫図の透視図2)については,相

貫空間曲線のパラメ トリックな関係式を導出 した。さ

らに,ま た卵形線の性質 としての法線の一作図法も述

べる。

2.卵 形線の種々な定義の仕方

デカル トの卵形線については,次 のような種 々の異

なる定義の仕方が考えられる。

(1)双 極座標を用いた定義式め(図 1)

(2)直 交座標による定義

13)図 形的関係による定義 (図2)

に)空 間的構造による定義0(図 3)

(51 作図手法による定義9(デ カル トによる定義)

(図4)

(1)は,二 定点 (双極)か らの加重距離の和 (差)が

一定な点の軌跡は,卵 形線であると表現される。つま

り,双 極をSl,S2と してその双極間の距離をεとし双

極から曲線上の点Pま での距離を/1,っとすれば

π71±
"/2=力'               (1)

なお, ″,π,ルは任意定数で,差 の方は,い わゆる

蛭子丼 博 孝…

卵形にはならないが,同 様の性質を持つ。

(2)二 定点を (0,0)(θ,0)と おいて,卵 形線上の

点を 0,夕)と する直交座標によれば,(1)式より

″Vx2+ノ 士πVα一θ)2+ノ =た

という関係式で表現される。ν
~を

はずすと

図 1 卵形線の双極座標による定義

図学研究49号 -9-

図 2 1点 と円による卵形線

平成 2年 3月

・平成元年10月3日受付
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[π2●2+ノ)十
"2{(″

_ε)2+ノ2}_″σ句2

=4″2"2(0_ε)2+ノ2}(ノ+ノ2)

(3)は, 1つ の例として,一 定点 Sと 一つの定円0

が与えられたとき,そ の点と円からの距離の比が一定

な点の軌跡は卵形線である。

14)は,回 転軸の平行な円錐面と円錐面の相貫曲線を

軸方向に正投影 した曲線で定義される。

代数的には, 2つ の円錐面か式

(″十θ)2+ノ=●_た)2/z2 (2)

′+ノ =22/%2           (3)

の 2式 からz座標を消去 したもの。なお,図 3を 描 く

ため,空 間の相貫曲線の 3次 元パラメ トリック表示を

次のように導出 した。13)式を満たす ′,αによる媒介

変数表示は″=′・cosα,ノ=′・sinα,z="′で,こ の式

を,(2)(3)式よリノを消去 した式に代入 して, αと′の

関係式を求め,そ の式からαを消去すると,付 記の

ように′の媒介変数表示を得る。

図 3は ,円 錐面 とその相貫図形のいわゆるフレーム

図 3 円錐面の交線としての卵形線

図形で,透 視図法で, 30°ずつ回転 したものをやや上

方から眺め,投 影面は軸に平行な面 としている。また

円錐の底面には,空 間曲線の軸方向からの正投影 した

卵形線の図も描いている。この図では,内 側の 2つ の

長円である。

15)定 直線 島上に任意に 3点 F,ス ,Cを とる。 ス

を通 りら上に4G=ス Rと なる点 Rを とる。今,直 線

′1上に動点Pを とり,ら 上に動点 0を とる。 ここで,

4P:40は 任意の定比 (ル:")で あり,Pを Pl,ら ,

P3…… と動か し,そ れに対応 して, 0を 01,02,03

…… と動かす。つまりP101〃P202〃P3Q…… とと

る。 この とき, 2円 {中 心 :F,半 径 : F鳥

(=“ 十A3)},{中 心 :G,半 径 :RO(=4R-40)}

の交点列は,3が 動くとき卵形線を描く。これは,“デ

カル トの幾何学5)"の中にあるデカル トによる定義で

あり,(1)の双極座標の定義式で表せることを示す。

半径 FP=FИ +4P=73

RO=AR-40=γ lとおく

図学研究49号 - 10-
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するとAP=73~FИ  40=4R-71

ここでづ農子=毛韻ギリト=1争 4R=4Gより
これを変形 して "/3+″ i=爾 A十 晟 G

これは,明 らかに 2定 点 FGか らの距離 /3, 71の 加

重距離の和は一定 となっている。

以上に述べたようにデカル トの卵形線の定義の仕方

は種 々あるが,そ れらは,そ れぞれ,卵 形線の 1つの

1性質を表わすものとして特長がある。

|

図4 デカル トによる卵形線の作図

3.卵 形線の幾何学的構図

前節に見るように,卵 形線の定義の仕方はいろいろ

であるが,そ の中でも,定 義の仕方 として,そ の幾何

学的構成図が,初 等幾何学の定理を含むものを見い出

した。 これは,卵 形線の性質を調べる中で,補 助線を

いろいろ引 くうちに見つかったものである。それを述

べる前に初等幾何のシムソン線,直 極点について,予

備知識 として述べる。(図5)

P

図 5 シムソン線と直極点

〔シムソン線〕 △ 4BCの 外接円の一点Pか ら各

辺または,そ の延長線上に下 した垂線の足は一直線上

にある。この直線をシムソン線 という。

〔直極点〕 直線 ′と△ 4BCが 与えられたとき,

三角形の頂点 ス ,3,Cか ら,直 線 ′に下 した垂線の

足を4′ ,F,C′ とする。その4′ ,F,C′ からそれ

ぞれ対応する各辺,ま たは,そ の延長線上に下 した垂

線は 1点 Pで 交わる。この点を′の△ 4BCに 関する

直極点という。(図5)

卵形線の定義の幾何学的構図としての一定理

〔定理〕

(条件)1.直 線′上に任意の異なる4定 点0。,Sl,

S2,S3をとる。

2.Sl,S2,S3か ら直線 ′に垂線 ″1,″2,

″3を立てる。

3.直 線′上の動点Q(00Q>0003/2)

をとり, Qを 中心, 00Qを 半径とす

る円と, πl,″2,″3の交点をそれぞ

れ, 

“

,め ,銑 とする。(図6参照)

(仮定)こ のとき,直 線′の△

“

Q鴫 に関す

る直極点をPと する。

(結論)Pは ,Sl,S2,S3を 焦点とし, 00を等

距離円の中心とするデカル トの卵形線上

にある。(動点Qの 変化により,動 点P

は卵形線を描 く)

図 6 卵形線と直極点

(コンピュータによる作図) (図 7)

図 7に 定理に基づ く直極点が卵形線を描 くことを,

パソコンにより作図 し,確 かめている6)。具体的に

は,図 7は,動 円Qを 3つ と6個の三角形を描き,

3焦点より垂線を引き6個の直極点を求めた。その3

個づつが,卵 形線の円分枝と外分枝上にあり,卵 形線

を形づくるものとなっていることを示している。

Ｑ

″

― H― 平成 2年 3月
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図 7 卵形線の幾何学的構図

次に,証 明のため 2つ の補題を考える。

〔補題 1〕

00か ら△

“

め 銑 の各辺またはその延長線上に下

した垂線の足を■ ,R2,R3と すると, 00 Rl,00R2,

00R3は,円 Qの 位置に関係なく一定で, 3つの等

距離円のの半径に等しくなる。

〔証明〕 00《 =00 SI・00S2を証明すれば,小

論のより00鳥 は,等 距離円の半径で一定 といえる。

図8において,円 Qの 直径を00oとする。する

と△00“のは直角三角形。また″1⊥′より

∠00銑Sl=∠

“

00o
また,円 周角の定理より

∠

“

眺Oo=∠

“

00o
四角形

“

R300 Sl,のR300S2は と

れ同一円周上にある。ゆえに

∠00R3Sl=∠ 00晩 Sl

∠眺 め 00=∠ 鳥 め00=∠ R3S200

(1),(2),(3)より

∠00鳥 SI=∠001/1 SI=∠

“

陽 00=∠R3S200

。・.∠0。R3Sl=∠鳥 S200

∴△00 SI R3∽△00R3S2

∴00《=00 Sl・0。S200R2,00 Rlについても同

様にして 00だ=00 Sl・00島

00で=00S2・00S3

ゆえに 00 Rl,00R2,00R3,は 円 Qの 位置に

関係な く, 00,Sl,S2,S3に よって定まる3つ の等距

離円の半径に等 しく一定 となる。

〔補題 2〕

図 9の △

“

め 銑 の外接円周上の一点 00を 通る直線

′の△

“

陽 銑 に関する直極点 Pは ,00の △

“

%

銑 に関するシムソン線島&鳥 上にある。証明は,

文献 7), p.212.

＼

図8 補題 1

図 9 補題 2

〔本題の証明〕

補題 1よ り, Qを 変化させたとき,Rl,R2は 等距

離円力1ル2を動く。また,補題2より,図 10のよう

に ,

00R2〃S′  (1) 00 Rl〃 SlP O)

G/1)醸ユ封:鶴績λttl■:')
さて, 00,SI,S2,S3を与えた とき,次 のようにと

る。

(1)

(2)

もに,そ れそ

イ
/ ヽ

/

ヽ
ヽ

―

0.

＼

ヽ

Ч
〕ⅥＮ

5:

∩:  n

l   / _

巨
ｌ

υ
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図10 本題

SI S2=θ

00 SI=扇姿予=■,00S2=場髪シ=S2

00S3=
π 2_π 2

=S3… ……………………… 〔A〕

ここで, Sl,S2を双極とする双極座標71,/2を考

える。 SIP=/1,6′=/2とおくoま た00 Rl=力1,00

R2=ち とおく

R2Pと ′との交点をTと する。00T=″ とおく

(1)より ち:/2=″ :″十s2           (1)′

(2)よリ  カ1:″1=″ :″十sl              (2)′

(1)′,(2)'より″を消去すると

ちS2/1~ルl s1 72=力1カ2S2~ル1ちSl     (3)

ここで補題1より00《=00S2・00S3
∴イ=S2S3(4)同様に 厖=sl s3(5)

13),(4),(5)よリ ル1,ちを消去して

拓2為~ξ γ2=石 (s2~■)

ここでsl,s2,S3を〔A〕でおきかえると

ィ霧 /1-ィ鴇 /2=

傷 1扇メ
宅筈,ァ

ー
覇がイ≒ル|

これよ 昴傷 痣孔 座標の定義式に一致 し P

は卵形線上にある。なお,図 7に おいて,点 Pは ,

交点 として多数あり,P群 が,″ 71-"/2=た で,P

群は,π /1+"/2=腸 を与える。証明は同様。

4.卵 形線の法線0・9の 一作図法

一つの円と二定点より卵形線を作図する方法は,以

前 1)に述べた。その図において,卵 形線の法線を作

図する方法を見い出したので,こ こに述べる。

〔定理〕

図 Hに おけるように円 012をかき,定 点 Sl,S2を

とる。次に動平行線 ら,あをとり,円 との交点 M,

れ を求める。 この線分 ″iF‰ 上に 0122‰〃SIPと

なる点 Pを 求めると,こ れは卵形線上の点である。

さらに,SIれ とS2Mlの 交点を TOと するとTOPは

Pに おける卵形線の法線である。

図‖ 卵形線の法線

〔証明〕

ここで,∠ TOP SI=∠ P S2境 を証明すれば ЪP

が SIPと ちとの交点を42と した ときの△ 42P S2の

外接円の接線より, ToPは 小論 1)によって TOPは 法

線である。

図 Hに おいて直線 TOPと 直線 M012と の交点を

0と する。すると△名 S10と △ S2y2Pと は TOを 通

る三直線上にあるので,デ ザルグの定理が用いられ

ル名Sl〃ルらS2,ル名0〃 S2Pよ り  S10〃 y2P

つまり S10〃 Pyl  ゆえに

∠PS10=∠ 42P』喝=∠ Ptt 012=∠ 012 MP

ゆえに四角形 S10P″ 1に おいて∠PSIo=∠ OMP

よって四角形 SlQ P Mlは同一円周上にある。ゆえに

―- 13 -― 平成 2年 3月

P.44



∠ Sl MlQ=∠ SIP Q ところで平行線の関係から明

らかに∠Sl♂40=∠ P S2″2∴∠SlP■0=∠ P S2』‰

ゆえに TOPは 法線である。

5.む すび

卵形線の定義の仕方は数多 くあり,そ れは,一 連の

卵形線の性質を形作っている。今回は,卵 形線の空間

曲線のパラメ トリック表示を見い出し,コ ンピュータ

グラフィックスの援用で,円 錐の相貫曲線 と卵形線の

関係がより明らかになった。

また,初 等幾何学の直極点の定理などが卵形線の作

図に結びつ くことを示 し,卵 形線のもつ幾何学的構図

の深さを知ることができた。さらに,卵 形線の法線の

作図がコンパスと定規だけで,簡 単に見い出せること

を示 した。このようにデカル トの卵形線は,初 等幾何

学的,射 影幾何学的に数多くの構造的性質をもつもの

であり,そ の性質は円錐曲線のもつ性質の拡張であり

また円錐曲線のもつ性質は非常に多く,そ れらを卵形

線に拡張することが,こ れからの研究課題である。さ

らにまた,卵 形線の微分幾何学的性質や,代 数幾何学

的性質の研究をすれば,お もしろい性質が見つかるの

ではないかと思われる。

また,卵 形線を再に高次な代数曲線に拡張する方法

があり,そ れらの性質もこれからの研究課題である。
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付記 二円錐面の相貫曲線のパラメトリック表示

0+θ)2+ノ=(2-た )2//″2

′十ノ=22//″2

この2式の交線は

χ=券碑ワ生一′―碍

ノ=士ルー÷←立1競夕2・′月2

2=″′

Some Properties and a Geometrical Composition on

the Ovals of Descartes

Hirotaka EBISUI

In this paper we present three matters. First we

show that the cross sections of two circular cones,

which are the spatial curve of the ovals of Descartes,

can be defined by three dimensional parametric for―

mula. These formula were derived so that we can

easily obtain the perspective drawlngs of the spatial

curve with computer graphics.Secondly,we present

that the ovals can be defined by orthopoles that

satisfy some conditions.This defintion indicates the

geometrical composition of the ovals,and we present

its proof. Finany, we describe the method to draw

the nomal line of the ovals and also give its proof.

Thus additional new properties on the ovals are

shown.
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デカル トの卵形線の短軸および卵形面
*

!.序 論

l.: はじめに

,F形は,か なり以前から,様 々な人が考察の対象に

していたのであろう。にわとりの卵は,確 かに興味あ

る形をしている。そのような卵形の定式化 D,0や 図形

のユークリッ ド幾何的性質や微分幾何的性質の(凸閉

曲線の頂点の数など)は ,そ の図式化や定式化の過程

をたどれば,お もしろい考察材料 となろう。

特に,デ カル トの卵形線の定義は,図 式的に様々に

定義される。ここでは,そ れに

'p形

線の性質 として,

短軸 という概念を付加できたので報告する。さらに,

卵形線の平面から空間への拡張 として,卵 形面を卵形

線の一般化 として,定義 し得たので報告する。これは,

対称断面 としての卵形線の考察から導出できる。

なお,こ の小論は, 1994年 6th ICECGDGの 原稿

を多少手直 ししたものである。特に,序 論の部分を手

直 し,卵 形線の定義 と短軸の定義 との間の必然性を明

らかにした。

1.2 卵形線の定義

デカル トの卵形線は,「定円とその内倶1にある定点

と,か らの距離が等 しいときの楕円の接線作図法 (図

図 1 楕円の接線

蛭子丼 博 孝
**

1)」を,図 2の ように発展させた楕円の拡張である。

この定義の方法 とその他の合せて 3つ の定義の方法を

以下に述べる。その定義 1と 定義 3は ,小 論0に 詳

細が述べてある。

1.2.l [定 義1]

デカル トの卵形線は図 3の ように 「一定円とその円

内の定点からの距離の比が一定 (n/m)で ある曲線」

と定義される。さて,こ の定義では,図 3の ように,

定円の内外に条件を満たす曲線ができるが,そ れらを

それぞれ,卵 形線の内分枝,外 分枝 と呼ボ。本論では

内分枝のみについて考える。ここで,一 定点,定 円を

]2干蓮蝿鮒嫌幹
なる5)。

しかし,こ れでは,定 義にそった卵形線の長軸の長

さが変化 し,そ の曲線群全体に短軸を明確には,定 義

しにくい。なお,こ の定義は,ユ ークリッド幾何の範

中で,先 達の人がすでに知っている可能性 もある。

!.2.2 [定 義2]

次に,デ カル トの卵形線は,双 極座標のを用いて

図 3 図4 円,楕 円間の卵形線群

/′′
斧

図 2 図 iの卵形線への拡張
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mrl+mr2=kC (1)

と定義される。図 5の ように,双 極間の距離 SlS2=C

および2つ の動径 SlP=rl,S2P=r2が (1)式を満た して

変化するとき,Pは 卵形線を描 く。ここで m,n,kは

k>m>n>0を 満たす任意定数 とする。なお,外 分枝

については mrl―mr2=kCで 表される。

図 5 卵形線 定義 2

!.2.3 [定 義3]

,p形線は,図 6の ように,一 定円とその直径 (2α)

上に二定点 (2極 or2焦点と呼ぶ)を 定めると,定 ま

る。その作図方法を述べる。『円 0(中 心 ;半 径 =

0;α)と その直径上の二定点 Sl,S2が 与えられるとき,

その二定点を通 る平行線 21, 12を 任意にひ く。そ

の 2直 線 と定円の交点を N,N′ ,M,M′ とする。次

に, Slを 通 り直線 OMと 平行な直線を sと する。こ

の sと 直線 MNの 交点を Pと する。 (ここで,パ ップ

スの定理 よりONβ 2P),動 直線 11が ,この関係を

保ちつつ, 1回 転するとき,点 Pは ,デ カル トの卵

形線を描 く。』 ここで,定 円 0の 半径 αは, 21が 長

軸 と重さなったとき,rl,r2は,連 立方程式

{111」:=kC
を満た し 鰤 計 F七

薄岩
cとな %詢 こ■%‐ ,

OSl:OS2=n:mよ り

半径α可「∝F(器)け(出)け許

け)=(轟 )/鵬)=十師醐

げ学=(轟)/(轟)=十師醐

図 6 卵形線 定義 3

〇 〇

図 7 卵形線の離心率による変化

が定義のできる。

この eL,eRを 条件 0≦ eL≦eR≦1の 範囲で,変 化さす

と,図 7の ように様々な形のJp形が表される0。

:.2.4 3つ の定義の関係

さて, 3つ の定義を双極座標で考えてみると

[定義 1]

RO→SlS2=C→ (n/m)  ⇔ mrl+nr2=mR0

変換IR。
=静

lc=弓卜R0

[定義 2]

m→ n→ kc=K

[定義 3]

α~)eL : eR==n : m

卵形線上の点 Pが 満たす,パ ラメータを用いた双

極座標式を導 くには,図 8を 参照すれば明かになる。

この とき,次 の関係式を用いて式を導出 した。

¨
・（］）
¨

〇

〇̈

〇̈
¨

○
〇̈
○̈
¨

→  mrl+nr2=kC

変換
lα

=:号
≒ lk=Ψ

→ mrl+nr2=α (m+n)
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勁P+か 2P=SlA→m,lP+ns2P=mSlA

また,各 式の間の変換が,図 式の↑, ↓のようにな

ることも,明 らかである。

2.卵 形線の短軸

2.: 短軸の定義とその位置

前節 1.2.3.で考察したように,長 軸がαで規格化さ

れると,次 の短軸概念が付加され意味をもつ。

2.1.1 [定 義]

卵形線の短軸と言えば,長 軸に垂直で,最 も長い卵

形線上の2点 を結ボ部分図9で定義することも考えら

れるが,そ れは,巾 であって,楕 円の一般化としては,

図 10の ように,「短軸は,長 軸の中点と卵形線上の

点Pを結ぶ線分のうち1最 も短いもの」と定義する。

図 9 卵形線の中      図iO 短軸の定義

2.:.2 短軸の位置とその導出

mrl+nr2=kCで 定義されているとき,長 軸 (対称

軸)の 中点を原点 0と し,長 軸方向を x軸 ,垂 直方

向をy軸 とする。この とき,極間をcと すると,極 の

座標は 銑QO%=mmょ %鯨 町=倍
轟岩司

,

焦点 勁二(轟
Jで

あ 卵形線上の 1点 Pを

(X,Y),∠ PS10=θ,Sl P=rlとすると,線 分の長さ

の 2乗 (OP2)は

oP2で十Ψ=←ρ剣―扇濯辛「∫く…″
ここで

ぼFfお軍
∞゙ψ

まずr2を消去 して,次 にθを消去すると

叶←絲口"+鵬∫
=弓卜←11轟Tア十三ti千1ドま℃2

となる。

上式は, rlの2次式より,線分OPは, rl=

轟 のとま最小値Vぱ祠dlmlnアとな
り,これは,1.2.3のα=m+n'eL=十,eR=十を

用いて変形すれば, αVl―eLeRとなる。 ところで

格
は 』 際 錠 試 m.+"2=kに おける■

=っ のときの■=格 と一致する。ゆえに,卸

の位置として,「卵形線の短軸は1焦 点 Sl,S2か ら等

距離にある卵形線上の点 (近点と呼ぶ)と ,中 心を結

ぶ線分である。」と定義できる。長さは,α Vl― eLeR

である。

2.2 卵形線の短軸の性質

2.2.l 卵形線の短軸が近点(Np)における卵形

線の法線上にあること

図 11に おけるように,図 6に 更に,補 助線 SlM,

S2Nを 引き, SlMと S2Nの 交点Tを 求めると,直 線

PTは ,Pにおける卵形線の法線である。,0,0

ところで,点 Pが Np点 ,つ まりrl=r2であるとき

図11は,図 12の ようになる。つまり, SlSJMNと

なり,四 角形 SlS2MNが 平行四辺形より, P,T,0が

一直線上にある。つまり, NpOは ,点 Npに おける卵

形線の法線上にある。

2.2.2 短軸上の端点 (近点)が 微分幾何学的頂

点でないこと

[理由]卵 形線の頂点のは,図 13の ような作図で

求める。つまり,図 13の ように,図 6の ecが 21⊥

＼       /
＼、 _//

図 8 定義 1と 3の 関係

図10 短軸の定義

- 5 -― 平成 7年 6月
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SlS2のときであり,こ の とき, Pは ,頂 点 Vと なる。

ここで eL≠eRの とき, MNは ,SlS2と平行でない。

ゆえに, V≠ Npと なる。故に ,Npは ,卵形線の頂点で

はない。

図13 卵形線の頂点   図14 同心円間の,‖r//稼

2.2.3 短軸と長軸による卵形線のもとめ方

0を 中心とし,短 軸の長さαVl― eLeRを半径とす

る円 (短軸補助円)は , 2.1節の定義および2.2.1節

の性質より,卵 形線に内接する円であり,長 軸補助円

は,卵 形線に外接する円である。ゆえに,図 14の よ

うに,二 つの同心円の間に,卵 形線は存在する。

逆に,『二つの同心円と内側の円周上の接点 (近点)

を与えると卵形線が定まる』この近点は,図 14の よ

うに,短 軸補助円上の太線円弧XY上 にとることが,

できる。ここで Xは ,短軸補助円と,円 (0●OvO)

との交点である。

3.卵 形面について

3.: 定義

卵形面は,卵 形線の対称軸を回転軸として描けば,

簡単に得られる。しかし,そ れでは卵形面の性質とし

ては,対 称軸および断面の卵形線の性質としてのもの

しか得られない。それで,次 のように,卵 形面を定義

し,,p形 線を拡張した。

[卵形面の定義]

1.空 間に任意の異なる4点 (A,B,C,V)を とる。

(同一平面上にない)

2.そ のうちの 3点 (A,B,C)を 含む平面(αとする)

を定める。

3.三 角形 ABCの 外接円の中心を 01と する。また

この外接円をClと する。

4.4点 (A,B,C,V)の外接球の直径が VUと なるよ

うに点 Uを とる。

5.点 V,Uに おける外接球の接平面 と,平 面 αとの

交線をそれぞれ, lv,luと する。

6.△ ABCの 外接円の中心 01を 通 り,平 面αに垂直

な直線上に任意の動点 Mを とる。

7.動 点 Mを 中心 とし,円 Clを 含む動球面 (βm)が

一つ定まる。

8.こ こで,直 線 luを 含み,動 球面βmに 接する平

面 (πu)を一つ定める。 この接平面πuに平行で しか

も,直 線 2vを 含む平面 (πv)が一つ定まる。

9。 この平面πvと動球面βmと の交円 (Cm)が一つ定

まる。

10.9の 交円 Cmは ,点 Mを 動かすとき,6か ら9を

繰 り返すと,空 間内を動 く。その軌跡は,卵 形面を

描 く。

これを4点 (A,B,C,V)が 定める卵形面 という。

ここで,図 15の ように,直 線 lvに 垂直で,外 接

円の中心 01を 通る平面γを定める。この平面γと,直

線 tu,外 接円 Cl,直 線
'vと

の交線を順に 0。,Sl,

S2,S3と すると,卵 形面 と平面γの交線は,そ の 4点

を等距離円つの中心, 3焦 点 として定まる卵形線で

ある。

また,卵 形面 と平面 αとの交線は円である。

図i5 卵形面定義の補助図

図12 短軸と法線図11 卵形線の法線

図14 同心円間の卵形線
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S3P'=r`=

S3P=r3=

p 、

図16 卵形面補助立面図

3.2 卵形面を表す式

定義の立面図,図 16に おいて座標を次のようにと

る。点 Slを原点 ,平面 αをxy平 面,平 面γをxz平 面

とすると, また, SlP=rl,∠PS3S2=θとしS3P=r3

とすると,焦 点 Sl,S3を 用いる双極座標を用いる定

義式のより

"3+hl=」号静是ミギ2℃    ②
ri=r:+sls3 2_2r3SlS3COSθ            (3)

② ,③ に SIS3=幸
争葺弁

cを 代入 して,亀 につい

て解 く

髭+ヱ壺
Ч裸奎箸界

の
・r3+ 2 = 0

(m2_n2)2  C~~

r3の 2次 方程式の解をra,rbとすると

ゆえに,点 Rを 中心,半 径 (ra―rb)/2の交円 Cm上

の点 Q(x,y,z)は

(号∫=(・γ詳卜装路詩2

X=m2_n2{k2_n2_(k2cosθ_mn)cosθ
+ v ( k 2 c o sθ_mnアー(k2_m2) ( k 2 _ n 2 ) . c o s 9 c o sθ}

y=蒜 γ rk2c∝θ m→2_は2mり は2_め dn9

Z=m2 _ n 2 { k 2 c o sθ_mn

_7(k2cosθ_mnアー(k2_m2)(k2_n2)cos9}sinθ

一 鰯 」
(    )劃 ≦

COS I(    )

図17 卵形面のワイヤーフレーム図

この点 Q(x(9,θ ),y(9,θ), z(9,θ))が ,前 節に

定義 した卵形面の媒介変数表示である。

3.3 卵形面のワイヤフレーム図形

上式を用いて,卵 形面のワイヤーフレーム図形の立

面図 (卵形線),平 面図 (円),側 面図および見取図を

図 17に 表す。

4.結 び

以上,卵 形線の短軸および卵形線の以下の性質がわ

かった。

1.卵 形線の中心 と近点を結ぶ線分が短軸である。

1.短 軸は,近 点における」F形線の法線上にある。

1.近 点は,焦 点から等距離にある点である。

1.近 点は,卵 形線の頂点ではない。

1.短 軸の長さは, αVl― eLeR(楕 円αソ1-e2)

である。

1.短軸の傾きαはcosα=(eR~eL)/(2γl―eLeR)

である。

1.卵 形線は, 2つの同心円 (長軸補助円と短軸補

助円の間に存在する。

また,卵 形面の定義を構成幾何学的に述べ,さ らに

式と図で表現できた。その性質として, 2つの対称面
(円と卵形線)も つことが解った。さらに,卵形面は,

空間4次 凸曲面であることがいえる。

以上,デ カル トの卵形線を構成幾何学的に考察し,

その短軸を発見し,また,空間への拡張を定義し得た。

これらの卵形線の追求が,楕円がそうであるように,

数理物理学や天文学等に応用できることを期待した。
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付 記

小論 4)に 述べているように,本 文中(2)式について,

卵形線が, mrl+nr2=kCで 与えられるとき

SIS2=Q SIS3=鮮 ,S2S3=絆

とする。その一直線上の 3点 Sl,S2,S3を 3焦 点 (極)

として,そ の 2つ の点

Sl,S3を極 とする双極座標の定義式は,

nr3+krl=m m2_n2C

S2,S3を極 とする双極座標の定義式は,

~kr2+mr3=n~面
江百メ  と表される。

つま り, rl,r2あるぃは,r2,r3あ るいは r3,rlのど

れで も同 じ卵形線を表す。

Minor Axis of the Oval of Descartes and Ovaliod

Ebisui,HIROTAKA

Descartes' oval is defined as mrl lnr2=kC by us―

ing bipolar coordinates.Where,if in==n,t iS ellipse.

According to this definition and a number of the

properties,it can be said that the Descartes'oval is

essential extension of ellipse.

This tiine, the nlinor axis Of oval that has the

sinlllar properties to those of the nlinor axis of el‐

hpse is found.This minor axis is the settent COn‐

necting the middle point 0 0f the maiOr a対 s(the

axis of spmmetry)of oval and the point Np on the

oval,which is at the shortest distance fronl the point

O.The length of this minor axis is expressed by

αV l― q′eR,Where αヽ a half of the bngth of the

maiOr a対 s,and eL and eR are left and right eccen―

tricities,respecdvely.As for this minor axis,批 S

proof and a number of the properties are discussed.

Next, the method Of defining ovaloid which is

convex,closed curved surface in space by extending

the oval on plane is found,therefore,it is reported.

This ovaloid has,as the contours of the orthograph‐

ic projection from three directions,circle,Descartes'

oval and a fourth order curve like enipSe. Further,

the parametHc expression of this oValoid is derived.

In this way,the new properties of oval are able to

be added,therefore,it is reported.
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デカルトの卵形線の短軸に関する一定理*

このノー トは,一 定理の証明とその作図に関するも

のである。図には,作 図線の順序を記してある。そし

て,証 明は,そ の順序を追うことにより解かるように

した。さらに,解 析的証明も付け加える。

!.[定 理]デ カル トの卵形線の短軸の垂直二等分線

は,卵 形線の第 3焦点を通る。

(定義 1) この卵形線の短軸 とは,小 論1)におけ

るように,卵 形線の第 1,第 2焦点から,対 称軸の長

さの半分に等しい距離にある点と,対 称軸の中点012

を結ぶ線分をいう。

(定義 2) 卵形線の第3焦点とは,卵 形線を定義す

る双極座標式の第 1極 (焦点),第 2極 (第2焦 点)

を結ぶ直線上にある点である。そして,そ の第 1極 と

第3の点 (第3焦点)を 用いると,そ れらを双極とす

る双極座標式により定義する卵形線が同じ位置に描け

る。その式Dは , mrl+nr2=kC

"3+hl=m需

またRL=需

2.[証 明]

(円,線 分,点 を番号で示す。)図 参照。

① :=卵 形線に外接する補助円012を描く。(逆に,

補助円012に内接する卵形線を考える。)② :=中 心

線を引く。③,④ :=第 1焦点,第 2焦点 Fl, F2を

定める。④
′
:=012Fl:012F2=n:m=eL i eR

と考える。⑤,⑥ :=短 軸端点 (近点)を 求める。つ

蛭子丼 博 孝
**

まり, Fl, F2を中心に,補 助円012の半径に等しい

半径の円を描き,そ の交点を求める。⑦ :=短 軸端点

NPとする。③ :=① を通り,⑥ に平行に直線を引く。

⑨ :=③ と円①の交点をNと する。すると, 012F2

NPNは ,平 行四辺形。∴FlF2〃 NNP ⑩ :=① を通

り⑤と平行に直線を引く。⑪ :=同 様に交点をMと

する。すると, F1012MNPは 平行四辺形。∴FlF2〃

MNP ⑫ :=N,NP,Mは ,同 一直線上にある。⑬,

⑭ :=パ ップスの定理よりFlN〃 F2M,こ のとき,

四角形FlNMF2は 平行四辺形。さて⑮ :=△ FlF2NP

の外接円を描く。ここで,△ NPFlF2は,二 等辺三角

形より,直線NNPM⑫ は,外接円の接線 (tl)となる。

⑮ :=接 線NP012と外接円の交点をUPと する。⑫,

⑬ :=UPに おける外接円の接線 (t2)と直線FlF2の

交点を00とする。なお,余 談になるが,⑩ ,⑩ ,⑬
=(② )は ,同 一直線上にある。

次に, 00012の長さを求める。⑮⑫より弦NPUPに

対する接線がtl,t2よ り∠α=∠ βo ② 〃⑫ より

∠α = ∠/ ∴∠β = ∠γ = ∠/ ∴△012UP00 1ま二

等辺三角形。ここで,② ,② :=00か らNPUPへの

垂線の足を⑫, NPか らFlF2への垂線の足を②とす

る。すると

=C~012Fl
… … … … … … … … (1)

00012 012NP

明らかに, △F1012UP~△ NP012F2

.・.F102 012F2=UP012・ 012NP ……………… (2)

(1)(2)よ り

=UP012

=UP012・012NP=F1012・012F2
・
プ

・
プ

~012Fl

図学研究70号 -13-
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１

一
２ m+n m tt n

l       nc

2C~m+n

=UPを 通る△ FlNPF2の外接円の直径 1を引く。

=NPよ り1に垂線 20を 下し,そ の足をPと す

④ :=10と 直線②との交点をF3とする。

00UP〃 NPF3よ り∠δ=∠ β=∠ γ

.・.F3NP012は,二 等辺三角形。

(本題の証明)上 の作図より

△012UP00∽ △012NPF3で,そ れぞれ,二 等辺三

角形 .・.01200・012NP=012UP・ 012F3

∴Q几 =鼎 =財

(・.°(2))

3.解 析幾何による証明

012を原点 (0, 0)と し,直 線FlF2を x軸 とする。

FlF2=Cと し, 012Fl:012F2=nimと 考卜る。

また,円 012の半径をαとする。

短軸の端点は,

((m― n)・ c/{2(m+n)}, V α2_c2/4)

詩
筍 ― Qω

十 n m+n

.・。(A)お よび小論 (1)よ り

012NP=αVl― eLeR

kc

m tt n

k 2 _ m n
=m2_n2・ C FlF3=012F3+012Fl

ハ 恥 =鼎 +蒜 =糾 C

ゆえに (定義2)よ りF3は ,第 3焦 点である。

逆に,短 軸の垂直二等分線と対称軸の交点が,第 3

焦点である。といえる。

(A)

短軸の垂直二等分線の式は

Y―=        {x―∝m―→  _冊 }2ν α2_

α=kc/(m tt n)と お くとY=0の とき,

イ′t代
2

図 短軸と第 3焦点

図学研究70号 -14-
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x=(k2_mn)C/(m2_n2)

∴FlX=

012X+F1012=(k2_n2).c/(m2_n2)

ここで, FlXは ,定 義 2の FlF3の長さに等 しい。

ゆえに,短 軸 012NPの垂直二等分線は,第 3焦 点

を通る。

以上,定 理の証明を終るが,短 軸 と, 3つ の焦点の

位置関係が,図 のように単純であることがわかり,第

3焦 点が,身 近なものとなった。

参考文献

1)蛭 子丼博孝 ; “デカル トの卵形線の短軸および卵

形面" ;図 学研究 68, p.2～ p.8.
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デカルトの卵形線の2焦 点を見込む角について*

蛭子丼 博 孝
**

デカル トの卵形線には,焦 点が3つ あり,そ の第 1

第2焦 点は,い わゆる卵形の内側 (卵形線の内分枝の

内側)に あり,第 3焦 点は,卵 形線の外分枝の外側に

ある。それらの2焦 点を卵形線上の点から見込む角に

ついて,次 のような性質を見つけ,証 明したので報告

する。

[定理 1] 第 3焦 点を通る直線と卵形線との交点が

内分枝上に2点 あるとき,そ の各点から,第 1,第 2

焦点を見込む角は,相 等しい。

[定理 1′]第 3焦 点を通る直線と外分枝との交点

についても同様である。図1参照

:.準 備

[卵形線の定義] 図2に おけるように,定 円① (中

心=Fl,半 径=FlA)と ,第 2焦 点からの距離の比

(PA:PF2=n:m,QA=QF2=n:m,m>n>

0)が一定な点 P,Qは 動点 Aが 定円上を動 くとき,

それぞれ,卵 形線の内分枝,外 分枝を描 く。

この定義より, FlP十 (n/m)F2P=FlAで c=

FlF2として, FlA=(k/m)FlF2と なるようにkを

とれば, FlP=rl,F2P=r2よ り

m r l± nr2=kC

と,双 極座標の定義式を得る。―は外分枝。

さて,卵 形線に関して,次 の 2題 が,文 献Dに 述

べてあり,そ の証明も見られるが,記 号の用い方の相

異等があるので,こ こで,証 明も述べることにする。

[補題 1] FlP・ FlQは ,一 定である。

[補題 2] △F2PQの 外接円と直線 FlF2との交点

は,卵 形線の第3焦点である。

図 1 2焦 点を見込む角

図学研究74号 ―- 19 -―

図 2 証明補図 l
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[補題 1の証明]

図2の △FlF2Pにおいて,余 弦定理より

r′=r′十c2_2rlc・cosθ…………………(2)

(1),(2)式より, r2を消去すれば

(m2_n2)rf-2(km一 n2cosθ)crl
+(k2_n2)c2=0

この rlについての 2次 方程式の解 と係数の関係よ

り,上 式の 2つ の解の積は,一 定で,次 のようになる。

rl・rl′=(k2_n2)c2/(m2_n2).… … … … (3)

ここで,rl=FlP,rl′ =FlQで あるから

FlP・FlQは ―づこ

[補題 2の証明]

(証明終り)

△FlF2Q,△FlPF3は,円 周角の定理より,

∠FlQF2=∠ FlF3Pだから,相 似である。

∴  F3P/FlF3=F2Q/FlQ

(1)よりmFlQ一 nF2Q=kC

③より■卜∫琳ァ=希
F3P = nF2Q =

つまり,一 nr3+krl=m(k2_nり C/(m2_n2)

が言える。

このように,デ カル トの卵形線は,第 1,第 2,第

3焦 点があり,そ のうち, 2つ の点を双極として,定

義できるのである。

2.定 理の証明

次に,卵 形線の定義の方法として,定 円① FlAの

半径のm/n倍 の半径をもち,中 心 F2を もつ定円②を

考える。すると,点 Pは ,定 円 (中心=F2,半 径=

F2B)と ,定 点 Flか らの距離の比が一定 (m/n)の点

である卵形線を考えることができる。

つまり,FlP:PB=FlQ′ :Q′B=nimで ある。

さて,図 2の作図順序を少し変えて考える。

まず円Fl,円 F2(半径比 n:m)を 描 く,次 に点

Flを通る直線11,点 F2を通る直線11に平行な直線12

を引く。直線11と円F2との交点をB,B′ 直線しと円

Flと の交点をA,A′ とする。そして,直 線 FlAと

F2B,FlAと F2B′,FlA′ とF2B′,FlA′ とF2Bの 4

交点P,Q,P′,Q′を考える。

直線11,12が~回 転するとき,点 P,P′は,卵 形線

の内分枝 (mrl+nr2=kC),点 Q,点 Q′は,卵 形

線の外分枝 (mrl― nr2=kC)上 を動 く。

[補題 3]点 P,P′から焦点Fl,F2を見込む角 ∠

FlPF2は ∠FlP′F21こ等しい。 同様に ∠FlQF2= ∠

FlQ′F2

[補題 4] ∠PF3Fl=∠ P′F3F2

[補題 3, 4の 証明]

図のように, ∠α, ∠β, ∠γをとる。

∠α一 ∠β=∠ γ=∠ FlQ′F2=∠ FlQF2・…(4)

∴  ∠PQP′ =∠ PQ′P′

∴ 四角形QPP′Q′は同一円周上 ………………・6)

∴  ∠QP′Q′ =∠ QPQ′

∴ ∠FlPF2=∠ FlP′F2(補 題 3)

ところで, F3は ,補 題 2よ り四角形 PQF2F3が 同

一円周上にあるような点である。

∴ 方べきの定理よりFlP・FlQ=FlF2・ FlF3

また,(5)より, FlP・FlQ=FlP′ ・FlQ′

∴ FlP′ FlQ′ =FlF2・ FlF3

∴ 四角形P′Q′F3F2は,同 一円周上にある。

∴ ∠P′Q′F2=∠ P′F3F2(補 題 4)・ ……… (6)

…  FlF3   nFlQ
_mFlQ― kc

nFlQ

m     kc~ n   nFlQ

k(m2_n2).F

m     Kc

鼻 =ユ ー 鼎 ・FlP… FlF3~n Cn(k2_n2)‐
■̂

(のと方べきの定理および FlF2=Cよ り

R島 ・島L=C需

(m2_n2)F3P
…

  (k2_n2)c
十

k(m2_n 2 ) F l P

そλ略∬第』轟l£ λ[嘉 2彗 鷲よ
'ご

警写111復

と同様のものである。ゆえに, F3を焦点といえ,第

3焦点と名付けられる。

外分枝上の点 Qに ついて, △FlF3Q∽ △FIPF2

より同様にして一nF3Q+kFlQ=mFlF3

ｍ
一
ｎ

〓
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四角形PQF3F2においても同様に

∠PQF2=∠ PF3F2・ ~̈¨̈ …̈………………………………(7)

(4),(6),(7)より∠PF3F2=∠ P′F3F2

つまり, ∠PF3Fl=∠ P′F3Fl………………………………。(8)

[系1] ここで, P′の直線 FlF2に関する対称点

をP′とする。すると,(8)より, F3,P,F′は,同一

直線上にある。図2,図 3参照

ゆえに,逆 にたどれば,定 理 1が成立する。

[系2]直 線 FlP′とF3Qの 交点をQ′とすると四

角形PQQ′P′は,同 一円周上にある。

[証明]

四角形FlF2PP′は,定 理 1よ り同一円周上にある。

∴ ∠Q′P′P=∠ PF2Fl

四角形PQF2F3は,同 一円周上にある。

∴  ∠Q′QP=∠ PF2F3

∴ ∠Q′P′P+∠ Q′QP=∠ PF2Fl

+∠ PF2F3=180°

∴ 四角形 PQQ′P′は,同 一円周上にある。

[系 3]簡 単な考察から, ∠QF3F2=∠ Q′F3F2

より, Q′は,点 Q′の直線 FlF3に 関する対称点であ

る。この系および(4)より

[定理 1′]の F3を 通る直線 (F3QQ′)が 卵形線の外

分枝 と交わる点 Q,Q′ より,第 1,第 2焦 点 Fl,F2

を見込む角は,相 等 しいことが言える。

[補題 2]の 四角形 PF2F3Qが 円に内接 し, Fl,P,Q

が同一直線上にあることから,直 接,次 の定理が成立

する。

[定理 2]

第 1焦 点 Flを 通る直線 と卵形線の内分枝,外 分枝

との交点を P,Qと すると,点 P,Qか ら第 2,第 3

焦点 F2,F3を 見込む角は,相 等 しい。

同様に,四 角形 PFlQ′F3が ,円 に内接 し, P,F2,

Q′が同一直線上にあることから,次 の定理が成立す

る。

[定理 3]

第 2焦 点 F2を 通る直線 と,直 線 FlF2の 両側にある

内分枝,外 分枝 との交点をP,Q′ とすると,点 P,Q′

から,第 1,第 3焦 点を見込む角は,互 いに補角であ

る。

以上,定 理 1,2,3よ り,第 3焦 点が,無 限遠点に

なったとき, P′PF3は ,対 称軸に平行な直線 とな り,

楕円の場合 と一致する。すなわち,デ カル トの卵形線

の第 3焦 点は,卵 形線の特殊な場合の楕円の無限遠点

が,有 限の位置になっていると言える。

また,定 理 1に おける見込み角が,最 大値をとるの

は,第 3焦 点を通る直線が,そ れぞれ内分枝,外 分枝

に接するときである。

このように,デ カル トの卵形線について, 2焦 点を

見込む角に関する初等的新たな性質が見つかったこと

になる。

参考文献

1)ロ ックウッ ド; “カープ" ;み すず書房, 1964

年.

図 3 証明補図 2

-21-
平成 8年 12月

P.57



２
リ

デカル トの卵形線の離心率による形状 (凹凸)に ついて

On thc凹凸 of the outtcr part of DcscarteゞOval deined by boh e∝entricities

蛭子丼 博孝  (HirOtaka EЫs“)

要約 :本研究では、デカル トの卵形線の定義方法 とそ

の形状把握における関係について、報告する。

今、デカル トの卵形線族は、mrl± n r2=kCと 双

極座標により定義される。ここで、任意定数 k,m,n,

cの 条件 (k>m>n>0)の 意味は、空間における2

つの円錐面の相貫曲線
1)を

考察すると明らかになる。こ

れにより、卵形線の作図における原点の取 り方や、主要

点の位置関係が明らかになる。 さらに、卵形線の内外分

枝の形は、左右の離心率 eR,eLに より決まる。そして、

その外分枝の凹凸は、eR+eL~1の 符号により定まる。

以上の事柄を以前報告 した内容を振 り返 りつつ明らかに

する。

キィワー ド:凹 凸/卵形線/左右離心率/円錐面相貫曲線

/任意定数/主要点

AbsmE● In this papeL wc mention about the arbitrariness of

somc dfhdtions of Descarteヾ Oval.And wc calculatc the

distances among some main points・ of the oval using lheral

constants.  Thesc distan∝s are important to draw thc oval

ushg  functional graphic son.Next we∞nsider on the凹凸

usmg thc radiuses of curvamrc on thc Vertexes,and we obtain

thc outter part of the oval is tt if ettct〉1, and tt ifeR+Cl

≦ l where eR,CL arC Hght c∝ entFiCity and ieft c∝entricity

respcctively.

Keywords: 凹凸/ OVa:/ right or left eccentricity /

1:ltersection of circular cones/ arbitrary constant

/ 1 1 a i n  p o i n t s

1.は じめに

デカル トの卵形線の定義を数多く見つけてきた。 しか

し、その同値性の証明は、今までは、数学的厳密性に欠

けていたかもしれない。それは、これまでの研究が、証

明がメインテーマでなく、様々な定義より解る卵形線の

性質について、述べたいからであつた。また、作図法に

より、一つの定義の図から他の定義の図が、描けること

で、同値性をある程度言えるからである。厳密な証明は、

一つの定義の任意性 と他の定義の持つ任意性を見極める

仕事である。 ところが、定義の拡張性を考えたとき、そ

の定義の持つ意味が同じなら、皆同じ拡張性を持ち、1

つの事柄が、全然広がらないことになる。たとえば、卵

形線の定義、"点 と円からの距離の比が一定な曲線"の

円を任意な曲線に拡張するのと、双極座標の式を2次式

などに拡張するのとでは、同じではない。だか ら、卵形

線の定義が、違 うと違 う曲線を表 しているといつている

のではない。一つの定義の持つ任意性を見極めることが

大事であるといいたいのである。

デカル トの卵形線に関しては、3焦 点の関係の理解が、

どうしても必要になるが、その説明は、拙論 1)の 5-

2節 を繰 り返すことになり、ここでは、図 2、 図 3、 よ

り、第 3焦 点の考えるところまでにする。 しか し、それ

でも、デカル トの卵形線の内外分枝の凹凸形状までは、

把握できる。

2.卵 形線の定義と任意性

デカル トの卵形線は、図形幾何学的定義は、

[1]:"点 と円からの距離の比が一定な曲線"

[2]:"回 転対称軸が平行で頂角の異なった円錐面の相

貫曲線を、回転軸に垂直な平面へ正投象 したもの"

さらに、双極座標では、次のように定義 され る。

[3]:mrl± n r2=kC     ・… (1)

ここで、+nは 、内分枝、一nは 、外分枝で 、c は、

ξl
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双極 (焦点[Sl,S20「 F,,

k,m,nは 、(k>m>n

F2])間 距離である。

>0)を 満たす任意定数。

さらに、同じ位置の卵形線は、別な式である第二焦点、

第二焦点1)(S30r F3)を用いた関係式、

~k r2+mr3=± n R23

± n r3+k rl=mR13

で定義 され る。 ここで、    ′

R23=C(k2-m2)/(m2_n2)

R13=C(k2_n2)/(m2_n2)は

それぞれ、第二第二焦点間、第一第二焦点間の距離であ

る。また、 これは、拙論 1)の p.43の 式から、±n

を強調 して書き換えた式である。《また、そこでは、一

mR31と なつていたのを、±mR31と 訂正 して考えた式

である。誤 りであつたので、お詫び訂正 したい。》

さて、 (2)、 (3)に おいて r2, r● は、第二焦点

(極)、第二焦点からの同 じ卵形線上の点までの距離で、

同 じく、+nが 内分枝、一nが 外分枝を描く。

この式の導出は拙論 1)4節 を参照されたい。

Iを1'理fTttT′F8尋ifり
による議ぃ

さらにまた、数種の定義方法を見つけてきた。

さて、これ らの定義、それぞれが、卵形線の内外分

枝ただ一組を定義 しているのでなく、デカル トの卵形線

族を定義 しているため、その形状を統括的に捕 らえるこ

とが難 しい。つまり、それぞれの定義が、任意性を含ん

だ定義になつているのである。例えば、定義 [1]では、

点 と円の位置関係やその比を、自由に取 りうる任意性が

ある。 さらに[2]では、軸間距離、頂角の大きさの 自由

に取る任意性がある。 [3]では、いわゆる式の文字係数

である任意定数 k、 m、 n, cの 決定により、卵形線族

の中の様々な形を描 くことができる。 さらにまた、[4]

では、二つの円の半径 と中心間距離を決めることにより

卵形線の形ばか りでなく、外の円に外接する外分枝 と中

の円に内接する内分枝の位置関係が明 らかになる。

いずれにしても、その定義の任意性は、それを個々

に決定 し、数多くの卵形線を描いてみることにより、認

知心理学的には、一歩一歩把握 されるのである。しかし、

これで、全体像が把握できた といえるものはないかと思

いたくなる。それに、いくらかでも答える方法 として、

左右の離心率による凹凸の形状把握 とその内外分枝の作

画法を考えた。また、存在位置の把握 として、 2つ の補

助円による作画法を考えた。 これ らの作画法により、任

意に離心率を与え、デカル トの卵形線の内外分枝を描く

ことにより、概形把握が、可能になるし、内外分枝の位

置関係も明らかになろう。 5節 参照。

3.円 錐面による卵形線の定義

"回 転対称軸が平行で頂角の異なった円錐面の相貫

曲線を、回転軸に垂直な平面へ正投象したもの"と して

定義されるデカル トの卵形線が、双極座標で定義する :

mri± n r2=kC の式の任意定数 k、 m、 n, cと

どのような関係があるかを、ここでは、明らかにする。

図 1 2つ の円錐面による卵形線の定義

今、2つ の円錐面の平行な回転軸によつて決まる平面

をπ2(立 面図),回 転軸に垂直な平面をπl(平 面図)

とする。さて、図 1の ように、頂点Sl, S2を 持つ円錐

面の頂角をそれぞれ、 θl、θ2とする。ここで、∞tθ l

=m、 ∞tθ2=nと おく。 すなわち、m,n は、

πl面に対する円錐面の傾きを表す。また、軸間距離、

Sl'S2'を c とする。さらに、回転軸をal, a2

とし、 alと SiS2の 成す角をαとおき、cot α=kと お

く。相貫曲線 (デカル トの卵形線の空間曲線の上側)を

xlとする。 xl上 の任意の点Pと Slを 結ぶ線分 (円錐

..。 (2)

..。 (3)
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面 Slの P点 を通 る母線上の線分 S:P)の πl(平 面

図)面 への正射影を ■1とする。 同様に、線分 S2Pの

正射影を r2と する。すると、線分 S:P、 S2Pの al軸

への正射影は、それぞれ、m orl,ne r2に 等 しく、

これ らの和は、 SiS2の al軸 への正射影 すなわち

kocに 等 しい。ゆえに mrl+n r2=kC とな り、

k,m, n, c が 空間で意味を持った、双極座標

による定義 となる。 ここで、 O<α <θ lくθ2<π /2

より、 k>m>n>0 (こ の条件式を得る 2つ の円

錐面の取 り方は、妥当である。 さらに、厳密に考えると

き、拙論 1)5。 2節 のように、 3つ の円錐面の相貫曲

線を考える必要がある。) また、空間曲線 x2上の点Q

についても、同様に考えて、mrl― n r2=kC とな

る。

4.卵 形線の主要点の相対位置

卵形線の内分枝の外接 円と外分枝の内接円と3つ の

焦点間の文字定数による相対位置は、図 2の ようになる。

図 2 文字定数による主要点間距離

この図では、F:F2の n:mの 内分点 と外分点がそれ

ぞれ012,02:で あることが、重要である。 このことと

内分枝の外接円の半径 (012Vl)に ついては次のよう

に、定義式から導出される。

(1)の 双極座標mrl+n r2=kc で表される

点Pに ついて

① Pが Vl(右 側対称軸端点)に あるとき、

r2=ri~C だから (1)に 代入して

m r l + n ( r i― c)=kc

∴ ri=(k+n)c/(m tt n) 。… (4)

② Pが V2(左 側対称軸端点)に あるとき、

r2=rl'十 c だから (1)に 代入して

m r l ' + n ( r l ' + c ) = k c

∴ rl'=(k― n)c/(m+n) .… (5)

(4)+(5)よ り、外接円の半径は

ViV2/2=(rl+rl')/2

=((k+n)c/ (m+n)

+(k― n)c/(m+n))/2

=kc/(m+n)  …。(A)

これは、(1)式 の rl=r2の 時の rlの 値でもある

また、 F1012=(4)一 (A)=nc/(m+n)

F2012= C ~F1012=mC/(m+n)

∴  F1012 : F2012 = n:m

左離心率  eL=012F1/012V2=n/k

右離心率   eR=012F2/0:2V:=m/k

この離心率と大きさの尺度 c を定めると、卵形線は、

一意的に決まる。

さて、同様に、外分枝 mrl― n r2=kc について

V●V4/2 つまり、外分校の内接円の半径は、

021V3=kC/(m― n)で ある。

図 3 3つ の焦点と6つ の補助円

また、F3に関しては、図 3に おけるように

円031と円O13の相似中心の位置にあり、これから、

根気強い計算により

0。F3=k2c/(m2_n2) が導出される。

さらに、等距離円
2)(フ

F形線の内分枝 と外分枝から

等距離にある点の集まりである円 (3つ ある))の 中心

00(012021の 中点)か らFl,F2,F3ま での距離

器 だヽヽCR

(屁θ21+La=)/2

3  ●hC =0.0:ュ

032  0● 1021

0ス10,へ=。ο
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について

n2c/(m2_n2):m2c/(m2_n2):

(m2_n2) =n2:m2:k2

しやすい。
,

5.卵 形線の原点と作画法

k 2 c /

は、記憶

関数グラフィックソフ トで卵形線の図を書 くときに、

原点 として、双極の一点 (焦点、 Sl or Fl)を 取るこ

とが多い。

例えば、原点をFlと したときの極座標による卵形線の

定義は、(1)の 双極を極座標に直す ことにより、

n―c(lml_n2cos(s)一 n(n2c。♂(s)‐2hmcos(s)+ピ +m2_n2)ν2)

バm2_r)                 ・… (6)

この時、c、 k、 m、 ■を定めると、図 4が 作画できる。

また (2)式 では、原点をF2と して考えるとよい。

次に、二つの補助円の半径 (Ao,Al)と中心 (内分枝

012,外 分枝021)間 距離 (∞)か ら、図 5の ように作画

できる。

さらに、右離心率 と左離心率 と双極間距離 c より、

卵形線 を図 6の ように作画 した。 これには、(6)式

の分母分子をk2で 割つてできる離心率の式を用いた。

なお、Ao,A19ooとeR,eし ,Cと は、相互変換できる。

以上の卵形線の作画法を表 1の ような Maple Vのプ

ログラムで作成 した。

;楡ど霞::澗:EL y“ovJ wO egaku
〉#input[1] and henkan
〉k:=7:m:=4in:=3:c:=10:
〉a。:=k*c/(m―n)

勲鷺7・
:I‐、iF輸
連轟評

躙e眈

表 l Maple V プログラム リス ト

200

100

40

-20

-100

-200

-100 -80  -60  -40  -20   0   20   40

k=7m=4n=3c=10(er=4/7e!=3/7)
-200    -100     0      1oo     200

ao=200 ai=80 oo=60(er~1/2 el=3/14)

皮”に
　
、

率ヽ

／

／

‐

‐
‐

‐

ヽ

ヽ

、

、

t、ti`力(

,11ン /(

図4 eR+eL=1の 卵形線(k,m,Lのより作画 図5 2ろ め補助円より作画

ノ
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40

20

で極大値を取る。つまり、全体が凸

「2」 k‐m‐nく0 のとき、全体は凹になる。すなわち

V3と V6の 間の外分枝上で曲率=0 曲率半径=

負の無限大から、正の無限大にかわるところがある。

曲率半径の大まかなグラフは、図7図 8の ようになる。

12

10

y 8

6

4

2

300

250

200

y150

100

50

0 12345
S

CR+aく1で  凸の場合

-20

-50  -40  -30  -20  -10   0   10

eF9/10 el=6/10

図 6 左右離心率より作画

6.頂 点の曲率半径と卵形線の外分枝の凹凸

頂点の曲率半径は、拙論 2)に あるように、内分枝に

おいては、軸上頂点をVl,V2,片 方の軸上にない頂点

をV5と し、それぞれの曲率中心をCl,C2,CSと する

と、

CiVl=(k‐m)(kln)c/((m+n)(k‐m+n))

の極小値 (最小値)か ら増加 し

CsV■(m(ぱ‐r)崚_n(k2_m2)曖)c/(m2_n2)

の極大値を取 り

C2V汗(klm)(k‐n)c/((m+n)(klm‐n))

の極小値を取る

ここで,k〉m〉n〉0 より すべて正

故に、内分枝は、凸である。

また、C2V2~CiVl=2mn(m‐ n)ノ((mttn)(k…m+n)

(klm‐n))>0で ある。

ここで、曲率半径の式を分母子 k2で 割れば、離心率

による表現になる。

外分枝においては、軸上頂点をV3,V4,対 称性より

片方の軸上にない頂点をV6と し、それぞれの曲率中心

をC3,C4,C6と すると、曲率半径は

C3V〕=(k‐m)(k‐n)c/((m_n)(k―m‐n))が正の時

つま り 「1」 k‐m_n〉0 つまり 1‐eR‐eL〉0 のとき

次第に減少 し

QV6=(m(ぱ ‐n2)●
2+n(ぱ‐m2)"2)c/(m2_n2)

で極小値をとり

C4V4=(k+m)(kttn)υ ((m‐■)(k+m+n))

3] eR+eL>1で 凹の場合

図8 外分枝の曲率半径

1 ]
300

４
一
７250

200

y150

100

50

0

2]

1  2  3. 4 5

CR+eL=1 で凸の場合

図 7 内分枝の曲率半径
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以上 頂点の曲率半径半径の文字式からその正負の符

号を考え、卵形線族の凹凸を考えた。また、図8の 3つ

の場合の卵形線を6つ の補助円とともに描いたものが図

4, 5, 6で ある。
,

7.結 び

以上、卵形線の円錐面による定義と任意定数 k,m,

n, cの 意味および、主要点間距離、6つ の補助円と3

焦点の関係を大さっばに見た。さらに、離心率による卵

形線の作画プログラムにより、外分枝の凹凸の場合の図

を描いた。さらに、その凹凸の条件の理由も述べた。た

だ、ここで述べた事柄が、以前の発表文献の引用による

ところが多かつたことをお許 し願いたい。

参考文献

1)蛭子丼博孝 ;"デ カル トの卵形線の二 。三の性質"

;図学会誌、図学研究、12号 、1973年

2)蛭 子丼博孝 ;"デ カル トの卵形線の曲率円";図 学

η讐減f理ギ∴需i瀾こ
"偽

/′てス ・Ca`(― ン の /′
'″

えびすい ひろたか

1950年生 阪大応物修了、高校数学教師、SE、

論文賞 (デカル トの卵形線に関する一連の研究)

主に、卵形線、卵形面、高次元黄金比などを研究

現 在  Frce′

i11っ                 、υ F43

4りtk与キτ守
`)・

やイえうちtrな矢ち  
″・ル

補 図

/″

~~｀ ｀ ‐ ‐
｀

ヽ
、

/  ́     ｀

が
角

亀妥た粧 ′

記号は各円の中心 と焦点

P.63




