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楕円などの円錐曲線は,そ の定義あるいは作図に対して,焦 点.準 円.補 助円。準線などが

通常使われている。 ところが,デ カル トの卵形線は,楕 円あるいは双曲線が一般化された曲線

であることが知られている。そこで,デ カル トの卵形線においても同様な性質が存在するので

はないかと予想し,そ れに対 して若千の考察を行なってみた。また,デ カル トの卵形線は,回

転軸の平行な二つの円錐面の交線を,回 転軸に垂直な平面へ正射影 したものであることが知ら

れている1)が,そ れに対 しても若千の考察を行なってみた。

1.精 円の準円,補 助円

楕円は,二 定点からの距離の和が一定な点の軌跡として定義できる。すなわち,囲 におい

て,二 定点を S.,S2,楕 円上の一点をPと すると Sl P+S2P=K(定 数)を満足する。ここ

で,Sl,S2を 焦点 という。

今,線 分 Sl Pを Pを 越えて延長 しPA=P S2と なるように点Aを とると,Sl PttP A=K

となり,Pが 楕円上を動 くとき,Aは ,円 (Sl;K)上 を動 く。この円 S.は ,準 円
2)と
呼ば

れる。逆に,こ のS,Aを 半径 とする円Slが 与えられ,こ の円内に,中 心 と異なる任意の一定

点 S2を とり,線 分 S2Aの 垂直二等分線とS.A之 の交点 として,Pを 求めれば,明 らかにP

は,楕 円上にある。

ここで,図 2に おけるように,S2Aの 中点Mを 通 り,Sl Aに 平行な直線を引き,直 線 Sl

S2と の交`点を0と すれば,中 ′点連結定理より,S10=O S2, また,OM=:Sl Aと な り,

0は 定点,OMは 一定である。ゆえに,Aが 円周上を動 くとき,S2Aの 中点Mは ,円 (0;0

M)上 を動 く。この円0は ,SI S2の 中点を中心 とし,:Sl A(長 軸の長さの半分の長さ)の

半径 を持つ楕円の長軸の補助円であることがわかる。また,双 曲線に対しても同様な性質の存

在がよく知られているP
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2.デ カル トの卵形線の準円,補 助円

デカル トの卵形線は,次 のように楕円の拡張であることがわかるc

2-1 卵形線の定義

デカルトの卵形線は,双極座標を使って次のように定義される?

m  r l土 n r2=K

ここで,rl,r2は ,二 定点 (極)Sl,S2か ら卵形線上の一点Pま での距離を表わしている。

土の符号は卵形線が二分枝に分かれることを示す。また,極 が前述の円錐曲線の焦点に相等す

る。以下の説明に便利なように (1)式 を次のように書 きかえる。

m rl土n r2=kC ………………………………………………… (2)

ここで, cは 焦点間距離 SI S2を表わす。

Sl,S2に 差はないからm>nと しても一般性は失われない。だから,符 号を省いて,m, n,

kを 正数 としたとき,次 の二つの場合が考えられる。

k > m > n > o

m > k > n > 0

m > n > k > 0

・・………………………………………………。 (3)

・・………………………………………………。 (4)

…………………………………………………。 (5)

2-2節 , 2-3節 においては,m rl― n r2=kcの 場合を考えていない。また,作 図は,

主に (3)の 場合であるが,作 図法は (3),(4),(5)の 分類に関係 しない。この分類の

意味および等号の成立する場合も5節 で明らかになろう。また,(3)の 条件がある場合,十の

符号をもつ卵形線を内分枝,一 の符号をもつ卵形線を外分枝 と呼ぶことにする。

2-2 卵形線の準円

図 1に おいて S2Pを も延長 し,同 様なことを行えば,図 3で 明らかなように,円 (Sl;

K),円 (S2;K)は ともに準円である。また明らかに Sl B´S2Aで ある。これは,逆 に,

半径 Kの 等 して円 Sl,円 S2が はじめに与えられ,点 Sl,S2を 通 り,互 いに平行な直線 11,

12が円 S2,円 Slと それぞれ交わる点をB,Aと したとき,Sl Aと S2Bの 交点が楕 円上の

点Pと なっていると見なすことができる。

図 3 図 4

今,点 Sl,S2を それぞれ中心 とし,異 なる半径 をもつ円 (この円を楕円の準円にならって

卵形線の準円 と呼ぶことにする)を はじめに与え,点 Sl,S2を 通 り互いに平行 な直線 1112

が円 (Sa;キ c),円 (Sl;吾 c)と それぞれ交わる点 をB,Aと し,S,A,S2Bの 交 点

が,Aあ るいはBが それぞれの円周上 を動 くときに描 く軌跡を考 える。
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図4において,Sl A=喜c,S2B=キcとおく。
そして, △S3ιP B∽△S2PAよ り

P Si= A= S.ぜ A=lA=

PB  P S2 P B ttPS2 S2 B

すると,Sl A :S2B=n:mと なる。

…………………………………………。 (6)

ゆえに,PA=告 P S2, また,SI P+PA=Sl A=吾 c,こ れより,P Sl+IPS2=+C

を得 る。 ここで,SI P=rl,S2P=r2と すれば,点 Pは (2)式 を満す。 したがって,点 P

はデカル トの卵形線上の点であることがわかる。

逆 に,デ カル トの卵形線m rl+n r2=kCが 与 えられると,そ れぞれ,中 心 をSl,S2,半

径 を書 c, ÷ cと する準円が成立する。外分枝にお
いても同様。

2-3 卵形線の補助円

次に,楕 円の図 2の 場合がデカル トの卵形線ではどのようになるかを考える。楕円では,M

が中点であるから,図 5で はMが S2Aを m:nに 内分する点 としてみる。 まず,点 Mを 通 り

Sl Aに 平行 な直線 と SI S2の 交点 を0と すれば,S10:O S2=n:mで あ り,点 0は 定点

亀 Ll,し 〔缶薦 な 禦 1)° 議黎 iC×

T半 下
=Tキ
TCと な LAが 円周上

円にならって補助円 と呼ぶことにする)上 にあ

る。その とき, Pを P S2:PA=minを 満 たすように S.A上 に取れば,楕 円の拡張 となる。

この点 を具体的に作図するには,Mよ り Sl Aに 垂線 を下 しその足 をHと する。次にMを 中心

とし,半 径 MHの 円を描 く。 この円に,S2か ら接線 を引 き,Sl Aと の交点 をPと すればよい。

なぜなら,∠ APM=∠ M PS2と な り, P S2:PA=m:nと なるから。以上のことから,

デカル トの卵形線 mr二十 n r2=kCが 与 えられると,Sl S2を n:mに 内分する点 0を 中心

》とし耳tTご‡曇4::軍種:T警看」畠L省ゞ量管慢翌単:F'SI S2を…
こ外分す

また,図 6の ように∠ A PS2の 二等分線 と Sl B,S2Aの 交点 をN,Mと す る。 この点N,

Mは Sl Bを n:mに ,S2Aを m:nに それぞれ内分する点であるから, これ らの点は,Sl S2

を n:mに 内分する′点0を 中心 とし,TttT cを 半径 とする円周上にあることが明らかである。

逆に,図 6に おいて,円 0の 中心線上に二点 Sl,S2が あ り,そ れらの点 を通る互いに平行 な

直線 11,12が 円0と それぞれ交わる点 をN,Mと し,NM上 に∠N PSl=∠ M PS2と な る

よう|こ点 Pを とってもよい。

2-4 準円と補助円の関係

図 7に おいて, まず円 Sl,円 S2が 与えられているとする。 その半径 をキ c,キ cと する。
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点 Sl,S2を 通る互いに平行な直線 hl,h2が 円 Sl,円 S2と 交わる点をそれぞれ Xl,X2

とする。 (図において,Xl,Xち のように
′のついている点は,Xl,X2の ように

′のついて

いない同じ記号の点 と同様な性質を持った点である。以下の図においても同様である。)Xl Xち

とXt X2の 交点 012お よびXl X2と Xt Xちの交点 021は 明らかに直線 Si S2上 にあり,補 助

円の中心である。なぜなら,S1012:012S2=吾 C:キ c=n:mで 012,021が Sl S2 を

それぞれ n:mに 内分,外 分する点であるから。

次に Sl X2と Xl S2の 交点をY12と し,Y12と 012を 結ぶと,そ の線分の長さが補助 円012

の半径 となる。なぜなら,Sl Y12:Y.2X2=+C:キ c=n:mで  Y120■ 2〃 S.Xl,ゆ え

に,Y.20■2=S'Xl× 由
=∴ c

同様にして,Xl S2と Sl Xちの交点 Y21と すると,021Y21=Acと なり,外 分点の補

助円の半径 となる。以上のようにして,一 組の準円から一組の補助円 012,021が 求 められた

が,逆 に,任 意の二円を一組の補助円として与えるとき,そ れに対する準円が求められる。こ

れは,図 7に おいて点線 Yちl Y12,Y21Y12を引き,点 S,,S2を 求め,こ の点を通 り012Y12

に平行な直線 と点線 Yちl Y12,YllY12の交点 Xl,X2を 求めればよい。

2-5 卵形線の二 ・三の作図法

次に,準 円,補 助円などが与えられたときのデカル トの卵形線の作図法を述べる。

作図 1.任 意の 1つの円 S.を 準円とし,他 に 1つの焦点 S2(Slキ S2)と 定比景が与えられ

たとき,こ の卵形線を描くこと。

図 8に おいて,円 Slと 1点 S2が 与えられている。今,中 心 Slを 通る任意な直線 hl と

円 S.と の交点をAと する。Aと S2を 結ぶ直線上に,S2M:MA=m:nと なるようにMを

とる。次に,Mか ら直線 hlに 垂線を下 し,そ の足をHと する。Mを 中心 とし,MHを 半径 と

する円を描 き,S2を 通 り,そ の円に接する直線との交点をPと する。Slを 中心にhlを 1回転

させるとき,P,Qは ,(2)式 を満たす卵形線を描 く。ここで, P,Qは 同じ性質をもつが,

Pは 内分枝を,Qは 外分枝を満たすものを表わす。以下の図においても同様である。

作図 2.任 意の 2つ の円を準円として与えられたとき,こ の卵形線を描 くこと。

図 9に おいて,円 Slと 円 S2が 与えられている。まず,Sl,S2を 通 り,互 いに平行な直

線 11,12を 引 く。11が円 S2と 交わる点をB,12が 円 Slと 交わる点をAと する。このとき,

直線 S.Aと S2Bの 交点P,Qは ,Aあ るいはBが ,円 S2上 あるいは円 S,上 をそれぞれ動

くとき,(2)式 を満たす卵形線を描 く。

38-一



作図 3.任 意の 1つの円0を 補助円とし,他 に2つ の焦点 S.,S2(Siキ S2)が 0と 共 線
であるように与えられたとき,こ の卵形線を描くこと。

図10において,円 0と ,そ の中心線上に任意に二点 S.,S.ヵ f与えられている。まず,S.
Saを 通 り,互 いに平行な直線を11,12と する。11,12が 円0と 交わる点をそれぞれN,Mと
する。次に, ONに 平行に S2を 通る直線haを]|く。同様にOMに 平行に S.を 通る直線hlを

引 く。すると,hl,12の 交点P,Qは ,Nあ るいはMが 円0上 を動 くとき,(2)式 を満たす

卵形線上を描 く。ここで,N,P,Mあ るいはN,Q,Mが 共線であることは,パ ンヽプスの定
理 より明らか。

作図 4.任 意の 2つ の円 0.,円 02が 補助円として与えられたとき,こ の卵形線を描くこと。
図11において,円 0.,円 01(0.キ 02)が 与えられている。前節の準円と補助円の関係よ
り,焦 点 S.,Saを 求め,Sl,Saを 通 り互いに平行な直線 11,12を 引 く。11と円01,02
が交わる点をそれぞれ N.,N2と し,同 様にM.,M2を とる。次に,直 線 N.Mlと 直線 N2M2
が垂直に交わる点をPあ るいはQと する。すると,P,Qは ,Nlあ るいはMlが 円 01上 を動
くとき,(2)式 を満たす卵形線を描 く。

図 9
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3.デ カル トの卵形線の準線

円錐曲線と準線の関係が次のようになつていることはよく知られ
ている。すなわち,一 定直

線 と一定点からの距離の比が一定な点の軌跡は,円 錐曲線であり,こ
の定点,定 直線は,そ れ

ぞれ焦点および準線 と呼ばれている。

3-1 卵形線の準線

次に,卵 形線の準線を求め,そ れと焦点からの距離
の比が一定であることを示す。

〕

一

_
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覇
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図12において,二 つの準円 (S.;吾 c),(Sa;÷ c)が 与 えられているとする。前節作

図 2に よって, P, A, Bが 得 られたとする。 ここで,直 線 SI S2上 の 1点 T2.を△ASI S2

∽△T2S■ Aと なるように決める。すると,S.T2:S■ A=St A:S.S2=芸 C:Cよ り

S.T2=(S・
A)2=羊

c  ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ “̈ ¨̈ …̈…̈ “̈̈  ̈ ( 7 )

これより,T2は 定点であることがわかる。同様に Tlを 決めた。次に,S2を 通 りTl B に

平行 な直線 を引 き, A T2と の交点 を C2と す る。すると,∠ C2S2T2=∠ BTl S2=∠ Sl B

S2=∠ AS2 Bよ り,∠ PS2 A=∠ Ca SaT2と な り,△ A PS2∽ △T2Ca S2と なる。ゆえに

(6)式 より,S2P:PA=m:nと なるから,S2C2:C2T2=m:nと な り,Aが 準円

(Sl; 
吾 c)上 を動 くとき,C2は 二定点 S2,T2か ら

の距離の比がm:nの アポロニウスの円

周上 を動 く。 さて,∠ A PS2=∠ T2Ca S2よ り,四 角形 A PS2 Caは 同一円周上にある。 ゆ

えに,∠ PC2 Sa=∠ P AS2〓 ∠ AT,S2,∠ S2P C2=∠ S2AT2よ り, △S2P C2∽ △S2

A T2, これより,S2P:P Ca=S2A:AT2=SI S2:Sl A=c:吾 c=m:k, これ よ

り,次 式が成立する。

S2P:P C2=m:k

ゆえに,Pは ,ア ポロニウスの円周上の点 C2と 焦点 S2か らの距離
の比が一定 となる。

ここで,P C2の 延長線が直線 Si S2と交わる点を Ssと する。 また,∠ Sa C2 T2の
二等分

線 と S2T2の 交点を U2と すれば,明 らかに∠Ss C2 U2=∠ Ca U2 S3となり,△ S8C2U2

は二等辺三角形である。また,C2,U2が アポロニウスの円周上にあり,U2S3が そ
の直径上

にあるから,S8が アポロニウスの円の中心であることがわかる。

これより,点 Pが 焦点 S2と 円 (S.;S3C2)か ら距離の比 (詈)が 一定 となり,円 (Ss

Sa C2)が 楕円の準線の拡張になっていることがわかる。同様に,Ctも 卵形線の準線
(S8;

Ss Cl)上 にあり,次 式が成立する。

P Sl:P Cl=n:k

ここで,min=1:1の とき,円 (S3;SS C2),円 (Ss;Ss Cl)が ,そ れぞれ,S2

T2,Sl Tlの 垂直二等分線になり,楕 円の準線 となる。

さて,(6),(8)式 より,AP:P C2=n:k これより,デ カル トの卵形線は,二 円

(準円,準 線)か らの距離の比が一定な曲線としても定義できる。

3-2 準線の半径

図13において,Qは ,作 図 2に おけるように,m rl― ■r2=kC上 の点である。そ
の他の点

(3)

(9)
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は,図 12と同じである。ここで,∠ Sl Bi S2=∠ A.S2Q=∠ C2S2T2, また,∠ PAl S2

=∠ PC2 S2ゆ えに,∠ P Q S2=∠ PS3 S2, これより,四 点PQSs S2が 同一円周上にあり

次の結果を得る。

■ P・ SI Q=銑 S2・ Sパ 8=定 数=輝 ♂ … … … … ⑩

この式の定数の値は,適 当に計算すれば求まるが,文 献3)より引用 した。さて,上 式より,

卵形線上の外分枝上の点Qは ,S.に 関する点Pの 反点である。それゆえ,内分枝 と外分枝が焦

点に関 して反転曲線の関係にある∫
) ・

次に準線 (S3;S3C2 )の 半径を求める。Ss Ca=S8 U 2 = S l  S 3 ~ S■S2-S2U2

(10)式 より
・̈ ・̈・̈・・“̈・・̈¨̈ ¨̈・・̈ ・̈・…………・・・̈ …̈…  l10

図より,S2U2=♂ ≒
(S,T2-S.S2)(7)式 より S.T2=(12/m2)c

これより,次 の準線の半径 (Ss C2)が求まり,同 様にして S3C■が求まる。

& Q二
洲

C 0%Q=洲 C

4.卵 形線の第 3の焦点とそれに対する準円,補 助円,準 線

さて,(10)式 より,S3が デカルトの卵形線の第3の焦点であることがわかるξ
)これは,

(8),(9)の 関係が,作 図 1と類似していることからもわかる。

4-1 第 3の焦点の他の焦点との同等性

このことについては,図 13における,S3P=r3と すれば,rlと r3が
~次 の関係にあるこ

から明らかにされているのが,こ こでは,別 な見方で明らかにする。

定義より Sl S2=c=R12

SI S8=脚C

=m2_n2C=R"

=押 C=L3

これより,S.S2:S2SS:S3Sl=m2-n2:k2_ma:.2_12 ゅぇに,Sl,S2,S3 が

同等であることがわかる。 5節 において, このことはより明白になろう。

4-2 第 3の焦点と第 1,第 2焦点間の準円

前節の同等性から,(Sl,S2)の 間に一組の準円が存在するのと同様に (S2,S3)(S●

S.)の 組にも,そ れぞれ一組の準円が存在すると考えられる。次にそのことを具体的に示す。

図13において,S8よ りS2C2に 平行な直線を引 き,直 線 S2Pと の交点をB2と する。する

と,S■ B2の 長 さは,次 のようにして求まる。

P S2=P B2=P B2-P S2=S2B2

Ca P  P Ss P S3~P C2 S.C2

(8)式 より P S2:C2P=m:k ゆえに

l131

(11)式 より
    s.s3

(14),(15)式 より
 s2S3

入 して

S2B2=詈 S.C2 これに (12)式 の値を代

c (定 数)

０
　
０

l161

S2B2=制

同様に,S3よ りSi Clに平行な直線を引き,直 線 Sl Pとの交点をA2と すれば,

銑 九 二
制

C囲

ここで,S2,B2,S3,C2お よびPの 関係が作図 2に対応 していることがわかる。 また,
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S2B2=側 c=十 眈 跳 Q=脚

焦点 S3,Sl間 の準円の半径は,

跳Q=HC=詈 L3

ここで,(15),(16)式 を使った。

4-3 ,p形 線の定義式

&け 制 C=モLr……ω

さて,Si S2間 の準円の半径は,(14)式 を使って,書 R12,キ R12で あり,焦 点 Sl,S2

から卵形線上の点 Pあ るいはQま での距離 をそれぞれ rl,r2と お くと,rl,r2は ,

Sl,A2,S3,Cl,Pに ついても同様, これより,次 の結果を得る。

焦点 S2,S● 間の準円の半径は,

ただし,R13=~R31, k>m>n>0の 場合で,

ともに同一の卵形線の内分枝を表わし,下 の方がと

c=景R"… …0つ

l191

は ,

001

0つ

(19),(20),(21)の 複号の上の符号が,

もに同一の外分枝を表わす。つまり,一 組

m rl土 n r2=k R12

を満 たしたの と同様 に,焦 点 S3か らの距離 を r3と お ぐと, (17)式 よ り,r2,rl

平 k r2土mr.=n R23

を満たし,同 様に,(18)式 より,r3,rlは ,

~n r3平 k rl=土 m R31

下式を満たす。

/

/チ/~

/´

~~｀

イ

＼

ヽ
、 __´

図 14

く
~~（０‐２０‐一いも
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(ジ‐ ―S―v
C)―て
図 15

の卵形線を定義する場合,(19),(20),(21)の どれを使ってもよいことになる。

さて,定 義式がわかると,準 円,補 助円がわかる。また,図 13におけるように,準 円は準線

でもあった。これらの円 (準円 6コ ,補 助円 6コ )を 具体的に描 くと,図 14のようになる。

ただし,m=3, ■=2,k=5,R12=2と して (15),(16)式 より,

R23〓 6.4,R8■ =~8.4

図14からわかるように,補 助円は, 6個 の円が互いに接 している。これは,補 助円の半径 と中

心の関係から計算 してもわかる。また,図 15のように,作 図 3に おける1つ の補助円と2つ の

焦点の関係は,焦 点が補助円上にある場合を除いて, 6種 類に分類できるが,図 14の 6個 の補

助円とそれに対する焦点 (補助円 012,

02■は焦点間 Si S2を それぞれ,内 分,

外分 した点を中心 としている)の 関係は,

この 6種 を全部満 たす。また,卵 形線は,

内分枝が一番内側の補助円に内接 し,外

分枝が一番外側の補助円に外接すること

がわかる。これより,卵 形線は,一 方を

包含する二つの補助円によってその概形

を摘むこと力fできる。

1日

5.デ カル トの卵形線とその空間曲線

図16におけるように,頂 角の異なった

回転軸の平行な円錐面の交線の回転軸に

垂直な平面への正投象は,デ カルトの卵

形線であることが知られている」
)
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5-1 二つの円錐面の相貫曲線と卵形線

上記の相貫曲線の正投象が卵形線であることを,双 極座標 を使って示す。

今,二 つの平行な回転軸によって決まる平面をπ2,回 転軸に垂直な平面をπ.とする。
ここ

で,π 2を立面図,π .を 平面図としたのが,図 16である。さて,頂 点 Sl,S2を 持
つ円錐面の

頂角をそれぞれ,θ l,θ 2と する場
ここで,C°t θl=m,cot θ2=nと お く。すなわち,m,

nは ,π l面 に対する円錐面の傾角を表わす。また回転軸間距離,す なわち,Si Sち をcとする。

また,回 転軸を al,a2と する。alと Sl S2のなす角をαとおき,cot α=kと お く。交線(す

なわち,デ カル トの卵形線の空間曲線)を xと する。 x上 の任意の点Pと Slを 結ぶ線分 (す

なわち,円 錐 Slの P点 を通る母線上の線分)の πl面への正射影をrlとする。同様に S2P

の方をr2とする。すると,SI Pと S2Pの al軸 への正射影は,そ れぞれ,m rl, n r2 に

等 しく,こ れらの和は,Sl S2の al 軸 への正射影すなわちkcに 等 しい。ゆえに,m rl+

n r2=kCと なり,π l面上の点Plま,(2)式 を満たすデカル トの卵形線上の点であることが

わかる。 Qに ついても同様に考えて,m ri一 n r2=kCを 満たすことがわかる。

5夏

[.屋 署名 層邪 ξ         二っの円錐面の母線の交点を,図 17のように,A

B,C,D, とする。∠DAC=∠ DBCよ り,明 らかに四点A,B,C,Dは 同一円周上に

ある。ここで,直 線ABと DCの 交点を S3と する。また,直 線 B S3_Lに S3に 対 してBと 反

対側の 1点 をEと する。∠ADC=∠ Sl BAよ り,∠ CS3 Eの 二等分線 a3は ,al,a2に 平

行である。つまり,円 錐 Slと 円錐 S2を 決めると,頂 点を S3,回 転軸をa3,子午線を直線

ABと する円錐面が,一 意的に決まることがわかる。ここで,円 錐面 Sl,S2の 交 線が円錐

面 S2,S3の 交線および円錐面 S3,Slの 交線 と空間的に一致することを示す。

図16と同様に,円 錐 S3の 頂角をθ3とする。また,a2ク a3よ り,∠ BSs Cの 二等分線は,

a2に直交する。この交点をH3と する。さて,S2H3,S3H3,頂 角 θ3を m, ■, k, c を

使って表わすと,次 のようになる。

%L=鼎 C %L=脚 c 021

031
mn

COt θ3 =tan α ・cot θl ・cOt θ2=

ここで,S2を 原点,a2を Z軸 ,al a2で 決 まる平面 にX軸 ,そ れに垂直にY軸 をとると,三

つの円錐面は,上 式の関係から,頂 点の座標 が,Sl(― c, 0, kc),S2(0, 0, 0),

S3(S3H3,0,~S2H3)と 表 わされ,傾 きがm,n,十 置 と表わされるから,次 式 の よう

に表わされる。

(x+c)2+Y2= 00

x2+Y2=『 ……………………1……………………… 20い

け押 中 ～{Ltt CI″ ………ω
この三式の うち二式,た とえば (24)式 と (25)式 か らXを 消去 したものと,(25)式 と(26)

式か らXを 消去 したもの とが一致 し,ま た,Y,Zに ついても同 じことから,円 錐面 Sl,S2

S3の 交線である空間曲線は, ただ 1組 存在することがわかる。
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次に,△ St S2 Bについて見ると,Sl B,S2B,Si S2の πlと の傾 きが■,n,kで あり

明らかにk>m>nで あり, これは,(3)式 に対応 している。同様に,△ S2S3B2に おいて

三辺の傾 きの関係が (4)式 の関係にあることがわかる。△S8St Bに ついても,同 様。

また,(19)～ (21)式 の土の符号も図17と比較すれば明らかである。つまり,空 間曲線 xl

(図16の内分枝を作る曲線)が ,回 転軸方向に関して,Sl,Saの 中間にあるから,rl,r2の

係数の正負の符号が一致 し,x2は ,Si S2の 外側にあるから,rl,r2の 係数の正負の符号が

逆である。また,xl,x2と S2,S3な どの関係から (20),(21)の 上の符号がわかる。

さて,こ こで,空 間図形 とデカル トの卵形線の平面的性質である準円,補 助円などの関連を

考える。

図18におけるように準円は,各 円錐面の頂点を通る回転軸に垂直な平面で切断したときにで

きる円をπ.に正投象 したものであることがわかる。これからも,図 14におけるように, 6個 の

準円が存在することがわかる。ただし,図 18は,立 面図のみ。

図 18
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ことから,012,011は ,焦 点 St,Sち を内,外 分する点であり,補 助円の中心であることが
わかる。また,012B'お よび o,lD′がそれぞれの半径である。

図 19

以上のことから,mri tt n r2=kCで 与えられるデカル トの卵形線に付随する準円,補助円,
準線の位置関係が,図 17さえ書けば,ほ ぼ明らかになる。 また, 1組 のデカル トの卵形線は,
円に内接する四角形 ABCD(特 別な場合三角形 となる)に よって決定されると言える。

6.デ ヵル トの卵形線の接線

今,一 つの卵形線の定義式がわかっているものとする。つまり,作 図 1～ 4ま でのいずれか
の条件が与えられているとする。図20において,作 図 1の 条件が与えられており,卵 形線上の
点 Plに おける接線を考える。今,Al S2の 垂直二等分線は,P。 における楕円の接線であるこ
とが知 られている。 ここで,Al Plの 垂直二等分線と楕円上の点 P。の接線 との交点を Vlと
する。すると,Pl Vlが Plに おけるこの卵形線に対す1接 線 tlである。つまり,△Al Pi S2
の外心 Vlと Plを 結ぶ直線が Plに おける卵形線に対する接線である。Qlに ついても同様。

ヽ
ヽ`

l

＼
、
　

ふ

l業

図

S,S2=C

20

―-47-一
図 21



なお, ここで,P.が P。に一致 した場合,P,Vlと 楕円の接線が一致 し,ま た,P,が Alに 一

致 したとき (暑=0)Vl Plが A.に おける円 Slの接線であることは,明 らかである。

次に,解 析的に tlが点 P.に おける卵形線に対する接線であることを示す。

図21におけるように極座標表示における曲線 r=f(θ )上 の点Pで の接線PTと ,動 径 S.

Pか らPTの ほうへまわる角をαとすると次式が成立する:)

l dr
C°tα =丁

而

今,卵 形線が,m rl土 n r2=kCの とき,Slを 極 S.S2方 向を始線 とすれば,rlは 次式を

満たす。

・
=           … ・ω

ここで,複 号の一は内分枝,+は 外分枝 を表わす。 ただし, k>m>n>0

これより,

l dri         tt n sln θ

=T7=/na cos2 θ-2 k m cos θ ttk2+m2_n2 
……………………………09

ζ2+m2_n2

ここで, 図21から
え

COS α COS(サ+γ)cot α=sin α
=sin(号
+γ)=~Sin 

γ .………………………………00
COS γ

ところで,S2P:PA=m:nよ り,m sin γ=n sin β  ……………………… 00

また,△ ASi S2に おいて

C        C
(k2/m2)+1-2(k/m)cos θ ・̈¨̈ ¨̈ ・̈¨̈ ……… 00

sin β s i n  θ

(31),(32)式を (30)式に代入して,β,γ を消去すると

 `          一 n sin θ
∞tα =         … ……… … …… 00

これ は,(29)の 一の符号 をもつ式 に一致 し,(27)式 が成立す るこ とがわか る。 ゆえに, tl    i

が Plに おける卵形線 の接線 であるこ とがわかる。 t2に ついて も同様。               =

は
7.総 括

デカル トの卵形線を楕円の一般化と考え,考 察 した結果,以 下のような二 ・三の幾何学的性

質がわかった。

○円錐曲線には,準 円,補 助円,準 線が付随しているが,こ れは,卵 形線にも同じような準

円,補 助円,準 線が付随 していた。 しかし,卵 形線には,焦 点が 3つ あり, したがって,

準円が 6個 あった。また,卵 形線の準線は円であり,円 の中心が無限遠点にある場合が,

円錐曲線の準線 となった。このことから,デ カル トの卵形線の特別な場合が円錐曲線であ

ることが明らかになった。

○デカル トの卵形線の接線の作図法も得 られた。また,デ カル トの卵形線の特別の場合が,
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2)

リマソンであることが知られている が,卵 形線の接線の作図法は,この場合にも使える。
O卵 形線の空間曲線をつ くる二つの円錐について考えることにより,準 円,補 助円,準 線お
よび三つの焦点の位置が簡単にわかるようになった。
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