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図 15

の卵形線 を定義する場合,(19),(20),(21)の どれを使ってもよいことになる。

さて,定 義式がわかると,準 円,補 助円がわかる。 また,図 13におけるように,準 円は準線

でもあった。 これらの円 (準円 6コ ,補 助円 6コ )を 具体的に描 くと,図 14のようになる。

ただし,m=3, ■=2,k=5,R12=2と して (15),(16)式 より,

R23〓 6.4,R8■ =~8.4

図14からわかるように,補 助円は, 6個 の円が互いに接 している。 これは,補 助円の半径 と中

心の関係から計算 してもわかる。 また,図 15のように,作 図 3に おける1つ の補助円と2つ の

焦点の関係 は,焦 点が補助円上にある場合を除いて, 6種 類に分類できるが,図 14の 6個 の補

助円 とそれに対する焦点 (補助円 012,

02■は焦点間 Si S2を それぞれ,内 分,

外分 した点 を中心 としている)の 関係 は,

この 6種 を全部満 たす。 また,卵 形線は,

内分枝が一番内側の補助円に内接 し,外

分枝が一番外側の補助円に外接 すること

がわかる。 これより,卵 形線は,一 方 を

包含する二つの補助円によってその概形

を摘むこと力fできる。

1日

5.デ カル トの卵形線とその空間曲線

図16におけるように,頂 角の異なった

回転軸の平行な円錐面の交線の回転軸に

垂直な平面への正投象は,デ カル トの卵

形線であることが知られている」
)

-44-―
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[π2●2+ノ)十
"2{(″

_ε)2+ノ2}_″σ句2

=4″2"2(0_ε)2+ノ2}(ノ+ノ2)

(3)は, 1つ の例として,一 定点 Sと 一つの定円0

が与えられたとき,そ の点と円からの距離の比が一定

な点の軌跡は卵形線である。

14)は,回 転軸の平行な円錐面と円錐面の相貫曲線を

軸方向に正投影 した曲線で定義される。

代数的には, 2つ の円錐面か式

(″十θ)2+ノ=●_た)2/z2 (2)

′+ノ =22/%2           (3)

の 2式 からz座標を消去 したもの。なお,図 3を 描 く

ため,空 間の相貫曲線の 3次 元パラメ トリック表示を

次のように導出 した。13)式を満たす ′,αによる媒介

変数表示は″=′・cosα,ノ=′・sinα,z="′で,こ の式

を,(2)(3)式よリノを消去 した式に代入 して, αと′の

関係式を求め,そ の式からαを消去すると,付 記の

ように′の媒介変数表示を得る。

図 3は ,円 錐面 とその相貫図形のいわゆるフレーム

図 3 円錐面の交線としての卵形線

図形で,透 視図法で, 30°ずつ回転 したものをやや上

方から眺め,投 影面は軸に平行な面 としている。また

円錐の底面には,空 間曲線の軸方向からの正投影 した

卵形線の図も描いている。この図では,内 側の 2つ の

長円である。

15)定 直線 島上に任意に 3点 F,ス ,Cを とる。 ス

を通 りら上に4G=ス Rと なる点 Rを とる。今,直 線

′1上に動点Pを とり,ら 上に動点 0を とる。 ここで,

4P:40は 任意の定比 (ル:")で あり,Pを Pl,ら ,

P3…… と動か し,そ れに対応 して, 0を 01,02,03

…… と動かす。つまりP101〃P202〃P3Q…… とと

る。 この とき, 2円 {中 心 :F,半 径 : F鳥

(=“ 十A3)},{中 心 :G,半 径 :RO(=4R-40)}

の交点列は,3が 動くとき卵形線を描く。これは,“デ

カル トの幾何学5)"の中にあるデカル トによる定義で

あり,(1)の双極座標の定義式で表せることを示す。

半径 FP=FИ +4P=73

RO=AR-40=γ lとおく

図学研究49号 - 10-
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∠ Sl MlQ=∠ SIP Q ところで平行線の関係から明

らかに∠Sl♂40=∠ P S2″2∴∠SlP■0=∠ P S2』‰

ゆえに TOPは 法線である。

5.む すび

卵形線の定義の仕方は数多 くあり,そ れは,一 連の

卵形線の性質を形作っている。今回は,卵 形線の空間

曲線のパラメ トリック表示を見い出し,コ ンピュータ

グラフィックスの援用で,円 錐の相貫曲線 と卵形線の

関係がより明らかになった。

また,初 等幾何学の直極点の定理などが卵形線の作

図に結びつ くことを示 し,卵 形線のもつ幾何学的構図

の深さを知ることができた。さらに,卵 形線の法線の

作図がコンパスと定規だけで,簡 単に見い出せること

を示 した。このようにデカル トの卵形線は,初 等幾何

学的,射 影幾何学的に数多くの構造的性質をもつもの

であり,そ の性質は円錐曲線のもつ性質の拡張であり

また円錐曲線のもつ性質は非常に多く,そ れらを卵形

線に拡張することが,こ れからの研究課題である。さ

らにまた,卵 形線の微分幾何学的性質や,代 数幾何学

的性質の研究をすれば,お もしろい性質が見つかるの

ではないかと思われる。

また,卵 形線を再に高次な代数曲線に拡張する方法

があり,そ れらの性質もこれからの研究課題である。
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付記 二円錐面の相貫曲線のパラメトリック表示

0+θ)2+ノ=(2-た )2//″2

′十ノ=22//″2

この2式の交線は

χ=券碑ワ生一′―碍

ノ=士ルー÷←立1競夕2・′月2

2=″′

Some Properties and a Geometrical Composition on

the Ovals of Descartes

Hirotaka EBISUI

In this paper we present three matters. First we

show that the cross sections of two circular cones,

which are the spatial curve of the ovals of Descartes,

can be defined by three dimensional parametric for―

mula. These formula were derived so that we can

easily obtain the perspective drawlngs of the spatial

curve with computer graphics.Secondly,we present

that the ovals can be defined by orthopoles that

satisfy some conditions.This defintion indicates the

geometrical composition of the ovals,and we present

its proof. Finany, we describe the method to draw

the nomal line of the ovals and also give its proof.

Thus additional new properties on the ovals are

shown.

図学研究49号 平成 2年 3月
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5-1 二つの円錐面の相貫曲線と卵形線

上記の相貫曲線の正投象が卵形線であることを,双 極座標 を使って示す。

今,二 つの平行 な回転軸によって決 まる平面を π2,回 転軸に垂直な平面 をπ.とする。ここ

で,π 2を立面図,π .を 平面図 としたのが,図 16である。 さて,頂 点 Sl,S2を 持つ円錐面の

頂角をそれぞれ,θ l,θ 2と する
場

ここで,C°t θl=m,cot θ2=nと お く。すなわち,m,

nは ,π l面 に対する円錐面の傾角を表わす。また回転軸間距離,す なわち,Si Sち をcとする。

また,回 転軸 を al,a2と する。alと Sl S2の なす角をα とおき,cot α=kと お く。交線(す

なわち,デ カル トの卵形線の空間曲線)を xと する。 x上 の任意の点Pと Slを 結ぶ線分 (す

なわち,円 錐 Slの P点 を通る母線上の線分)の πl面 への正射影 をrlとする。同様に S2P

の方 をr2と する。すると,SI Pと S2Pの al軸 への正射影 は,そ れぞれ,m rl, n r2 に

等 しく,こ れらの和は,Sl S2の al 軸 への正射影すなわちkcに 等 しい。ゆえに,m rl+

n r2=kCと なり,π l面上の点Plま,(2)式 を満たすデカル トの卵形線上の点であることが

わかる。 Qに ついても同様に考えて,m ri一 n r2=kCを 満たすことがわかる。

5夏

[.屋 署名 層邪 ξ         二っの円錐面の母線の交点 を,図 17のように,A

B,C,D, とする。∠DAC=∠ DBCよ り,明 らかに四点A,B,C,Dは 同一円周上に

ある。 ここで,直 線ABと DCの 交点を S3と する。 また,直 線 B S3_Lに S3に 対 してBと 反

対側の 1点 をEと する。∠ADC=∠ Sl BAよ り,∠ CS3 Eの 二等分線 a3は ,al,a2に 平

行である。つまり,円 錐 Slと 円錐 S2を 決めると,頂 点を S3,回 転軸 をa3,子午線を直線

ABと する円錐面が,一 意的に決 まることがわかる。 ここで,円 錐面 Sl,S2の 交 線が円錐

面 S2,S3の 交線および円錐面 S3,Slの 交線 と空間的に一致することを示す。

図16と同様 に,円 錐 S3の 頂角 をθ3とする。 また,a2ク a3よ り,∠ BSs Cの 二等分線は,

a2に直交する。 この交点 をH3と する。 さて,S2H3,S3H3,頂 角 θ3を m, ■, k, c を

使って表わす と,次 のようになる。

%L=鼎 C %L=脚 c 021

031
mn

COt θ3 =tan α ・cot θl ・cOt θ2=

ここで,S2を 原点,a2を Z軸 ,al a2で 決 まる平面 にX軸 ,そ れに垂直 にY軸 をとると,三

つの円錐面 は,上 式の関係 か ら,頂 点 の座標 が,Sl(― c, 0, kc),S2(0, 0, 0),

S3(S3H3,0,~S2H3)と 表 わされ,傾 きがm,n,十 置 と表 わされ るか ら,次 式 の よう

に表 わされ る。

(x+c)2+Y2= 00

x2+Y2=『 ……………………1……………………… 20
い

け押 中 ～{Ltt CI″ ………ω
この三式の うち二式,た とえば (24)式 と (25)式 か らXを 消去 したもの と,(25)式 と(26)

式か らXを 消去 したもの とが一致 し,ま た,Y,Zに ついて も同 じことか ら,円 錐 面 Sl,S2

S3の 交線 である空間曲線 は, ただ 1組 存在す ることがわかる。

一-45-―
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次に,△ St S2 Bについて見ると,Sl B,S2B,Si S2の πlと の傾 きが■,n,kで あり

明らかにk>m>nで あり, これは,(3)式 に対応 している。同様に,△ S2S3B2に おいて

三辺の傾 きの関係が (4)式 の関係にあることがわかる。△S8St Bに ついても,同 様。

また,(19)～ (21)式 の土の符号 も図17と比較すれば明らかである。つまり,空 間曲線 xl

(図16の内分枝 を作 る曲線)が ,回 転軸方向に関 して,Sl,Saの 中間にあるから,rl,r2の

係数の正負の符号が一致 し,x2は ,Si S2の 外側にあるから,rl,r2の 係数の正負の符号 が

逆である。 また,xl,x2と S2,S3な どの関係から (20),(21)の 上の符号がわかる。

さて,こ こで,空 間図形 とデカル トの卵形線の平面的性質である準円,補 助円などの関連 を

考 える。

図18におけるように準円は,各 円錐面の頂点 を通る回転軸に垂直な平面で切断 したときにで

きる円をπ.に正投象 したものであることがわかる。これからも,図 14におけるように, 6個 の

準円が存在することがわかる。ただし,図 18は,立 面図のみ。

図 18
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ことから,012,011は ,焦 点 St,Sち を内,外 分する点であり,補 助円の中心であることが
わかる。また,012B'お よび o,lD′がそれぞれの半径である。

図 19

以上のことから,mri tt n r2=kCで 与えられるデカル トの卵形線に付随する準円,補助円,
準線の位置関係が,図 17さえ書けば,ほ ぼ明らかになる。 また, 1組 のデカル トの卵形線は,
円に内接する四角形 ABCD(特 別な場合三角形 となる)に よって決定 されると言える。

6.デ ヵル トの卵形線の接線

今,一 つの卵形線の定義式がわかっているものとする。つまり,作 図 1～ 4ま でのいずれか
の条件が与えられているとする。図20において,作 図 1の 条件が与えられてお り,卵 形線上の
点 Plに おける接線 を考える。今,Al S2の 垂直二等分線は,P。 における楕円の接線であるこ
とが知 られている。 ここで,Al Plの 垂直二等分線 と楕円上の点 P。の接線 との交点 を Vlと
する。すると,Pl Vlが Plに おけるこの卵形線に対す1接 線 tlである。つまり,△Al Pi S2
の外心 Vlと Plを 結ぶ直線が Plに おける卵形線に対する接線である。Qlに ついても同様。

ヽ
ヽ`

l

＼
、
　

ふ

l業

図

S,S2=C

20

―-47-一
図 21
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