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要旨 : 楕円の構図を拡張すると、卵形線になることを以前見つけた。その卵形線は、作図法や、その性

質、右離心率、左離心率、短軸、接線、法線、等距離円等、多くの図示できる性質を持つ。今回は、そのよ

うな構図の中で、射影幾何的性質、コンフィギュラチオンの構図を含むことを見つけた。ここで、卵形線の

作図法を、作図定理として再度示 し、また、コンフィギュラチオンとは何か、パップスの定理、デザルグの

定理の構図等で復習し、卵形線の構図とコンフィギュラチオンの関係等、図形の不思議さを味わいたい。

キーワー ド:平面幾何学 :卵形線、作図定理、射影幾何 :パスカルの定理、デザルグの定理、コンフィギュ

ラチオン

1.は じめに

卵形線は、点と円からの距離の比が一定な曲線 と

定義される。これは、デカル トが発見した卵形線 と

同じもので、楕円を拡張した曲線 といえる。この曲

線の作図法定理は、【11定 円 (準円)と 点 (焦点)

と比を与えて、そこから、作図するもの、【2】 2

円 (準円)を 与えて、作図するもの、【3】 円 (補

助円)と 中心線上の2点を与えて、作図するもの、

【412補 助円を与えて、作図するものがある。こ

の4つの作図法は、拙論 [1]で 報告している。そ

して、作図法 【4】 の証明は、拙論 [2]で 報告し

ている。

さて、今回、作図法と言 う構図の中のある補助線

と点が、射影幾何学的性質であるコンフィギュラチ

オン
(3)を

なしていることを見つけた。 コンフィギ

ュラチオンとは、p個 の点をq本 の線が通 り、逆に、

s本 の線上に t個 の点があり、 pq=stの 関係を

満たしている構図を言 う。

ここでは、卵形線の定義、コンフィギュラチオンの

基本的例、作図法の構図とコンフィグラチオンを、

図示する。その構図が成 り立つことは、構図が作図

卵形線とコンフィギュラチオン

できること、つまり、共線や共点が、cAD的 確認

が取れる。つまり、数値入力を使わず、円や線や

平行線を描き、範囲拡大を 1000倍 ぐらいしてみ

て、共点性を確かめることが出来たことを持つて、

その図の確からしさを確認 した。 しかし、これで、

十分でないと思 う人に、構図の成立の初等幾何学に

よる証明も示す。

とにかく、卵形線の構図を、コンフィギュラチオ

ンと言 う構図を通して、その射影幾何学的側面や、

図の持つおもしろさを味わっていただきたぃ。

2。 卵形線の定義、作図定理
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図 1 卵形線の定義



卵形線は、点と円からの距離の比が一定な曲線 と

定義される。図 1に 、この定義による卵形線を示す。

次に,準 円,補 助円などが与えられたときの卵形

線の作図定理を述べる。

作図定理において、卵形線は描かれていないが、

点P、 おょび点Qを 動点として、考えてほしぃ。

図 1、 および4節 において、卵形線の具体例を示 し

ている。

【作図定理 1】.任 意の 1つの円Slを 準円とし,他

に 1つの焦点S2(Sl≠ s2)と 定比 が与えられ
たとき,こ の卵形線を描くこと。

図 2  作図定理 1に よる卵形線の構図

図 2に いて,円 Slと 1点 s2が 与えられてい

る。今,中 心 slを 通る任意な直線 hlと 円 Sl

との交点を Aと する。Aと S2を 結ぶ直線上に s

2M:MA=m:nと なるようにMを とる。次に,
Mか ら直線 hlを 下し,そ の足を Hと する。Mを

中心とし,M質 を半径とする円を描き,s2を 通 り,

その円に接する直線 hlと の交点をP、Qと する。S

lを 中心にhlを 1回 転させるとき,P,Qは ,卵

形線を描く。ここで,P,Qは 同じ性質をもつが,P

は内分枝を,Qは 外分枝を満たすものを表わす。以

下の図においても同様である。

【作図定理2】.任 意の2つの円を準円として与え
られたとき,こ の卵形線を描くこと。

図 3 作図定理 2に よる卵形線の構図

図 3に おいて,円 Slと 円 S2が 与えられてい

る。まず,sl,s2を 通 り,互 いに平行な直線 1

1, 12を 引く。 11が 円 S2と 交わる点 B, 12

が円 Slと 交わる点をAと する。このとき,直 線 S

lAと S2Bの 交点 P, Qは , Aあ るいは Bが ,

円 S2上 あるいは円 sl上 をそれぞれ動くとき,

卵形線を描く。

【作図定理3】.任 意の 1つの円0を補助円とし,他
に2つの焦点Sl,S2(Sl≠ s2)が oと共線である
ように与えられたとき,こ の卵形線を描くこと。

σ

図4 作図定理 3に よる卵形線の構図
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図 4に おいて,円 0と 、その中心線上に任意に



7

二点 Sl,S2が 与えられている。 まず,SlS

2を通り,互 いに平行な直線を 11, 12と する。

11, 12が 円 0と 交わる点をそれぞれ N,Mと

する。次に、ONに 平行に S2を 通る直線h2を 引

く。同様に OMに 平行に Slを 通る直線hlを 引

く。すると,hl,h2の 交点 P,hl.h2'の 交

点 Qは ,Nあ るいはMが 円0上 を動くとき,卵 形

線 を描 く。 ここで,N,P,Mあ るいは N',Q,M

が共線であることは,パ ップスの定理 より明 らか。

【作目定理4】.任 意の2つの円01,円 02が 補助

円として与えられたとき,こ の卵形線を描くこと。
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図 5 作図定理 4に よる卵形線の構図

図 5に おいて,円 01,円 02(01≠ 02)

が与えられている。前節の準円と補助円の関係より,

焦点 Sl,S2を 求め,Sl,S2を 通 り,互 いに

平行な直線 11, 12を 引く。11と 円 01,02

が交わる点をそれぞれ Nl,N2と し,同 様に M

l,M2を とる。次に直線 NlMlと 直線 N2M

2が 垂直に交わる点をPあ るいはQと する。すると,

P,Qは ,Nlあ るいはMlが 円 01上 を動くと

き,卵 形線を描く。ヽ

3.コ ンフィギュラチオンの例

この節では、 1節で述べたコンフィグラチオンpq

=stの 例を数例示す

点の数 (線の数)=線 の数 (点の数)

p(q)=s(t)で 表す

図 6
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図 7 パップスの定理 9(3)

図8 ノくスカルの疼錮1 9(2)=6(3)
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図9 デザルグの定理
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図 lo 4次 元のデザルグの定理  150っ o(3)

4.卵 形線の構図の中のコンフィギュラチォン

今回のテーマである図を2, 3示 す。
図 11,図 12、 図 13に 、卵形線 と黒丸のコンフ
イギュラチォンの点の示す。図 14は 、卵形線の構
図の中の等距離円上の点を考えた。この作図法は、
拙論 [4]を 参照されたい。

?i3)●ヵ3リ図13 卵形線の構図とコンフィグラチォン
1陽時手り

卵形線の等距離円上の点が構成する
コンフィギュラチォン ノ

`ン
リ ,2υ 「リ

12(2)朝 (3)

図 12 補助円上の8点 と卵形線上の4点

図 H 2焦 点と卵形線上の4点 60)=4(3)
図 14
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図 15に おいて、その構成順序を、仮定、帰結で

示す構図の①、F、②は焦点、③、④、⑤、⑥が卵

形線上の点である。この証明は、紙面の関係上、日

頭報告のみにする

『仮定1』

1.1直 線上に3点①、F、②、および直線外の点

③をとる。

1.△ ①F③の外接円を円aとする。

1.△ ②F③の外接円を円bとする。

1.直 線②③と円aとの交点を④とする。

1.直 線①③と円bとの交点を⑤とする。

1.直 線①④と直線②⑤との交点を⑥とする。

【帰結1】

4点③、④、⑥、⑤は、同一円周c上にある。

【帰結2】

4点⑥、④,F、 ②は、同一円周d上にある。
4点⑥、⑤、F、①は、同一円周e上にある。

『仮定2』

1.線分③④ の垂直二等分線と円aとの交点を⑦、

③とする。

(明らかな帰結)線 分⑦③は、円aの直径

∠⑦④③=∠ R

∠⑦③③=∠ R

線分⑦④=線分⑦③

∠⑦④③=∠⑦③④

『仮定3』

1.直 線③④ と円dとの交点を⑨とする。

1.直 線④⑦ と円dとの交点を⑩とする。

(明らかな帰結)線 分⑨⑩は、円dの直径

∠⑨④⑩=∠ R

∠⑨⑥⑩=∠ R

【帰結j】

直線⑨⑩は、線分④⑥の垂直二等分線である。

『仮定4』

1.直 線③③ と円bとの交点を①とする。

直線⑦③ と円bとの交点を⑫とする。

直線⑥⑨と直線⑤①との交′点を⑬とする。

(明らかな帰結)線 分①⑫は円bの直径

【帰結4】点⑬は、円e上にある。

『仮定5』 1.点 ⑫と点②を結ぶ

1.点 ②と点⑩を結ぶ

【帰結5】

点⑫、②、⑩は、同一直線上にある。

『仮定6』

1.直 線⑫⑤と直線⑥⑩との交点を⑭とする。

【帰結6】点⑭は、円e上にある。

【帰結7】

直線⑪⑫は、線分③⑤の垂直二等分線である。

【帰結8】

直線⑬⑭は、線分⑤⑥の垂直二等分線である。

『仮定7』 1.点 ①と点⑬を結ぶ

1.点 ①と点③を結ぶ

【帰結9】

点③、①、⑬は、同一直線上にある。

【帰結101

3点②、①、⑨は、同一直線上にある。

【帰結11】

3点①、⑦、⑭は、同一直線上にある。

『仮定8』

1.線 分⑨⑩と線分⑬⑭との交点を⑮とする。

【帰結12】

5点⑭、⑮、⑦、⑫、⑩は、同一円周f上にある。

【帰結13】

3点③、⑦、⑮は、同一直線上にある。

【帰結14】

5点⑮、⑨、⑬、③、⑪は、同一円周g上にある。

『仮定9』 1.点 ①と点⑮とを結ぶ。
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【帰結15】

3点⑫、⑪、⑮は、同一直線上にある。

以上より

【帰結 16】

点①から点⑮において、それらを結ぶ線分は、図の

ように4本ずつあり、逆に20本 の線分の上に3点

ずつ点がある。

図 15 卵形線の構図とコンフィギュラチオン

5.結 び

卵形線の構図の中のコンフィギュラチオンを示 して

きた。ところで、卵形線が、精円を拡張したもので

あり、楕円のパスカルの定理に相当する、卵形線の

パスカルの定理のようなものを、見つけることが、

これからの課題である。なお、図学的には、ここで

示 した図は、作図順序持つた構図であり、幾何学の

図であるため、数値でない正確な作図を書く練習に

、この報告が、役立てば幸いである。

故に 点①から点⑮ とその点を通る20本 の線分

は、15(4)=, 20(3)の コンフィギュラチ

オンをなす。

付 【帰結17】

点⑮を通る点線分は、円f、 gの直径である。
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