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直極点による卵形線の拡張としての多極多重曲線
lヽultiple,Ⅳ【ulti―polar Curve extended fron■ the Oval using the infinity chain of orthopole

蛭子丼 博孝 Hrr。ねたEblsJ

要旨

楕円を拡張した卵形線には,焦 点が 3つ あり,さ らに, 4

つ以上焦点を持つ曲線を探していた。それは,直 極点を用い

た卵形線の定義と直極点の一般化 (無限連鎖化)の 方法を組

み合わせることにより卵形線の定義を拡張したものとしてあ

らわせることがわかった。そうして,卵 形線の焦点の多数化

(多極化)が できた。そこで,こ の小論では,直 極点の一般

化 (拡張)を 述べ,次 に,以 前報告した,直 極点による卵形

線の定義を述べ, さらに,一 般化された直極点による卵形線

の拡張を考える.そ して,そ の考えの基に,拡 張された卵形

線 (多極曲線 (愛称 chocoid))の図をコンピュータで描い

た。この多極曲線は, 4直 線に関する直極点を用いるとき,

その極は,直 線上に6点 あり,そ のうち5点 の座標で形が決

まる.さ らに,数 例の数値例を描 くと, 自己交差した多重閉

曲線であることがわかった。 5直線に関する直極点を用いる

場合も,MaplcV と言う数式処理,関 数グラフィックソフ

トで,媒 介変数表示を求め,cG化 した。その性質は,ま だ

未知なるものが多いが,一 応の形を報告する.

キーワード:平面幾何/焦 点/極 /直 極点/無 限連鎖化/多

極曲線/多 重曲線
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ln this paper,an extension of the Oval is shown using general―

izcd()■hopole This cxtcnded cun7c has a structure on the dcflni―

don And according to the structure, we may say ぬat the curve

has Multiplicity and Multi―foci.Fttst,Wc will show dle dcflni―

tion of the Oval using Orthopole and its dree foci,and ncxt, we

will show thc inflnity chttn of Orthopolc,and more show Multi―

polar structure and the dcflniton of Multiple Muld―polar Curvc

At last,we show thcir CGs which are plotcd by Maple V

Kewords「 ov」/orthopob/Mun―pla/Focus ttnt/Multple

Curve

1.は じめに

曲線を拡張一般化する方法は,数 多く知られている。

その中で,多 極 曲線は,J.C.Maxwellが ,若 干14歳で

1846年にその書 き方を見つけている国.し か し,そ れ

は,た とえば3極 からの距離をn,rら 驚として,

5n+3r2+2r3=15な どで表したもので,ひ もを用い

た描き方は示しているが,そ の媒介変数表示を導くのは

難しい.と ころで,デ カルトの卵形線は,楕 円の拡張で

あり,一 直線上に3焦 点を持っている国'日。この 3焦 点

と直極点を定義する三角形の 3頂 点は,図 形的に結びつ

いている。また,直 極点は,完 全 4辺 形についても拡張

でき,そ れにより, 4焦 点以上に多極化した曲線が定義

できる。そして,下 記の順に,定 義より解析幾何で媒介

変数表示式を求め,CGを 描いた。なお,こ れは,第 33

回JSGS大 会の発表に基づいている。

1.卵 形線には, 3焦 点あること

1.直 極点の定義の拡張 (無限連鎖化)国

1.直 極点を用いた卵形線の定義
国

1.直 極点の一般化による卵形線の定義の拡張

1.CGに よるその表現

2.卵 形線 と 3焦 点

古くは,卵 形線について,ケ プラーなどが,惑 星の軌

道を卵形と考えていたことがある。この卵形の曲線や,

カシニのりF形線,そ の他多 くの卵形線がその式とともに

知られている国。また,微 分幾何学では,凸 図形として

卵形線を定義したりする。この中で,デ カル トの卵形線

は,"点 と円からの距離の比が一定な曲線である"と 定

義できることを以前見つけ回
,そ れが,楕 円の拡張であ

ることを示してきた。このとき,楕 円には,焦 点が 2つ

あり,ま たその拡張である卵形線には,焦 点が 3つ ある

ことも知られている。その卵形線を式で定義するとき,

双極座標による方法がある。このとき,同 じ卵形線が,

異なる3つ の式で表せることを以前報告した。つまり,

一直線上に, 3つ の固定点 (焦点)Fl,Fぁ F3があ り,
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そこか ら卵形線上 までの距離 n,■ ,乃が,次 の関係式

を満たす。それは,以 前報告 した式
国を少 し変形 した,

次の 3つ である。

mrl土 nr2=kC

~kr2+mr3=± nOピ ーm2)c/ (m2_n2)

±nr3+kn=m(k2_n2)c/(m2_n2)

複号の十は,内 分枝, ―は,外 分枝を表す。

焦点間距離 FlF2の 長さが cで あり,F2F3の長さが (k2

_m2)c/(m2_n2)で ぁ り,FlF3の 長 さが (k2_n2)c

/(m2_n2)で ぁる。

また,任 意定数 k,m,nは ,k>m>n>0を 満たす定

数である.

たとえば,k=10,m=9,n=6,c=10の 時, 3つ の式は,

次の数値式 となる.

9 rl±6r2=10・ 10

~10r2+9r3=± 6・ (38/9)

±6r3+10 rl=9。 (128//9)

さて,こ の3つの式が示すように卵形線は, 3極のう

ちどの二つの極からの距離によっても表されると言え

る.

故に, 3極 (3焦 点)は ,同 等の役割を演じている。

さて,3点 Fl,F2,F3か ら,n,r2,r3の 距離にある上

式 (+の み)を 満たす点は,そ の距離の値を少しずつ変

えると,図 1のような3つの同心円群とその交点を通る

卵形線を描く。
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図 1 3つ の同心円群による卵形線

このとき,円 の間隔の比は, 6:9:10で ある。

これは,ち ょうど3点 Fl,F2,F3から,6秒 ,9秒 ,10

秒間隔で,そ れぞれ水滴が水面に落ち,水 の輸が重なっ

て出来る図形といえる.こ のどの 2つ だけからでも卵形

線は描け,同 等な3つ の焦点があることが解る。さら

に, 3焦 点あることの意味は, 3つ の軸の平行な円錐面
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の相貫曲線を考えると明らかになる日.

3.拡 張の準備 :直 極点の無限連鎖化

ここでは,卵 形線の拡張の手段となる直極点の無限連

鎖化を考える。直極点とは,三 角形と1つの直線の間に

成立する簡単な定理であり,以 下のように表される.そ

して,そ の拡張が,以 下のように定義できる.な お,こ

の定理の証明は,文 献 [7]を 参照されたい.

【直極点の定理】

一本の定直線 gと 一般の位置の 3本 の直線を与えた

とき,次 のように,直 極点が定まる。すなわち, 3本 の

直線の2本 の交点からできる三角形 ABCの 頂点から,

定直線 gへ 垂線を下し,そ の 3つ の垂線の足か ら, 2

本を選んだ残 りの直線へ垂線をそれぞれ下すと, 3本 の

直線ができるが,こ れらは, 1点 で交わる。図 2の よう

に,こ の点を△ABCに 関する (または, 3直 線に関す

る)直 線 gの 直極点という.

直極′点

図 2  直極点

【直極点の定理の無限連鎖化】

さて,一 般の位置にある直線を 1本増やし4本 にす

る。すると, 4本 から3本 を任意に選ぶ毎に,そ の三角

形に関する直線 gの 直極点が,定 まる。これ らは, 4

点あり,同 一直線上にある。さらに,こ の4点 より,そ

れぞれ直線 gに 垂線を下し,そ の足より, 3本 を選ん

だ残 りの 1本にそれぞれ垂線を下す。すると,こ のとき

できた4本 の垂線は, 1点 で交わる。この点を4直 線の

つ くる完全四辺形に関する直線 gの 直極点 という。さ

らに, 5本 , 6本 , 7本 ,...,n本 ,と 直線を増や

し,一 般に,n直 線のつ くる完全 n辺 形に関する直線 g

の直極点を定義できる。これを直極点の無限連鎖化とい

う.



図3,図 4は,そ れぞれ, 4直線, 5直線に関する直線

gの直極点である。このとき,連 鎖4,連 鎖 5の直極点

という。図中,丸 の数字は,連 鎖 3,4, 5を 意味す

る。

図 3 連鎖 4の 直極点

4.直 極点による卵形線の定義

直極点を用いた卵形線の定義または作図法とその証明

は,以 前,拙 論同で報告したので,こ こでは,そ の作図

法のみ, もう一度述べ,さ らに若干の事柄を補足する。

【作図法/定 義】

今,図 5において,直 線g上 に,異 なる4点 を取り,

それを順に,左 から,0,Fl,F2,F3と すると,こ れら

から,卵 形線の内分枝外分枝を,次 のようにして作図で

きることが,わ かっている。今,Fl,Fら F3を通り,直

線gに垂直な直線hl,h2,h3を引く。次に,直線g上 に,

動点Tを とり,OTが 直径となる円を描く.た だし,OT

>=OF3である。そして,こ の円と,直 線hl,h2,h3との

交点をそれぞれUl,U2,U3と する。すると,△ UlU2U3

に関する直線 gの 直極点は,卵 形線上にあ り,動 点 T

が,F3の右側を動 くとき,直 極点は卵形線を描く。

このとき,0を 卵形線の等距離円国の中心,Flを 第

一焦点,F2を 第二焦点,F3を 第三焦点とする卵形線の内

外分枝を描 く。

8つ の直極点

図5 直極点を用いた卵形線の定義

図 4 連鎖 5の 直極点

図 6
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さて,こ こで,△ UlU2U3は,円 と直線の交点から,

図6の ように8個できるが,そ れに関する直極点も, 8

個できるが,す べて1つの卵形線上にある。逆に言え

ば,図 7の ように卵形線の内分枝外分枝が,色 を変えた

8個の部分に分解されることを意味する。

ぶ直線をm4とする。このとき,直 線 m3と mの 交点を

U6とし,U6よ り直線 gに 下した垂線の足をF6とする。

ところで,円 OTを 変え,同 様の図を描いてもF6は,

不変である。図9に は, 3つ の動円OTと ,そ のときの

4直 線と直線 hlからhbを描いている.U6が 同じh6上に

あることが解る.こ の図は 1つの定理を表す。

図 9 動円と4直 線

さて,以 上のようにして定 まった4本 の直線 m"

m2,mtt m4に関する直線 gの 拡張された直極点は,動

点 Tが g上 を動くとき,拡 張された卵形線 (多極曲線)

を定める。

5.1.2.焦 点について

ここで,焦 点について,今 まで述べてきたことを図を

変えて述べる。図10におけるように焦点の任意性 とし

て,0,Fl,F2,F3,F4,F5よ りF6を定めたものと,0,

Fl,F2,F3,F5,F6よ りF4を定めたものがある。このと

き,0,Fl,F2,F3,F4,F5,F6は ,同 じ位置にあるこ

図 7 8つ の部分からなる卵形線

5.拡 張 した直極点 による卵形線の拡張

ここでは,卵 形線の拡張を考える。それには, 2節 の

直極点の無限連鎖のうち,連 鎖4,連鎖 5を用いるが,連

鎖6,7を 用いても同様に拡張でき,無 限に拡張できる。

ただし,連 鎖 nに 対 し, 2nの オーダーで図や式の計算

が複雑になるので,現 在のCGに よる連鎖 7以上の表現

は難しい。さて,拡 張に関して,そ の定義が卵形線その

ものの定義ほど簡潔明瞭でない。多少技巧的になってい

る.し かし,そ の図が卵形線の拡張にふさわしいので,

ここであえて報告する。

5。1.4直 線の直極点による卵形線の拡張

5。1.1。 「定義」 1+5定 点を与えて定義すること

4節 と同様に,図 8の ように卵形線を拡張定義する。

つまり, 1直 線 g上 に 1定点 0と それとは異なる5定

点 Fl,F2,F3,F4,F5を定める。そして,直 線 g上 にFl,

F2,F3,F4,F5を通る垂線 hl,h2,h3,h4,h5を立てる。

つぎに,F3よ り右側に 1点 Tを 定め線分 OTを 直径とす

る円を描 く。この円と,直 線 hl,h2,h3との交点をUl,

Uら U3とする。今仮に,平 面を2つ に分ける直線 gの

一方側にある交点を考える。

UlとU2を結ぶ直線 mlと直線 h4との交点をU4とし,Ul

とU3を結ぶ直線 m2と直線 h5との交点をU5とする。

そ して,U2と U3を結ぶ直線をm3と し,U4と U5を結
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図 8 4直 線の直極点による卵形線の拡張



とが解る.こ のことの証明として,MapleVの 数式処理

で,0を 原点とし,Fl,F2,...,F5の 座標を文字変

数 とすれば,そ の 5つ の文字式で,F6が
~意 的に定ま

る。故に,4直 線による多極曲線は,原 点以外のx軸

上の 5定点より定まることが言える。つまり, 5つ のパ

ラメーターのより定義できるのである.

ただし,焦 点は,Flか らF6の6点 である。

Fl F2 F3 F4

図10 焦点の任意性について

5.2 5直 線の直極点による卵形線の拡張

〔定義〕この図Hに おけるように,直 線上に定点 0と

7定点,Fl,F2,F3,F4,F5,F7,F8を 定める。そして,

この7つの定点を通る直線 gと の垂線をそれぞれ,hl,

h2,h3,h4,h5,h7,h8と する。さらに,定 点 0を 通 り

g上 に直径 OTを 持つ動円を考える。その円と,hl,h2,

h3との交点 Ul,U2,U3か ら,図 のように5直線 ml,m2,

m3,m4,m5に 関する直線 gの 直極点を考える。その直

極点が,動 円が動いて変化するとき,拡 張された卵形線

である焦点 FlからF10を持つ多極曲線を描 く。ここで,

F6,F9,Fl。は,そ の他の初めに定めた 7焦点よリー意的

ι「牛キス

図11 黒 1+7点 より5直線 を求めて拡張

6.4直 線 , 5直 線 による多極 曲線の CG

多極曲線は,そ の作図法より,曲 線上の点をいくつで

も作図できるが,そ う簡単ではない。そこで,解 析幾何

を用いて交点を求める方法を, Maple Vの プログラ

ム上で行い,そ の数式処理によって得た図12の媒介変数

表示式 (1つ の曲線に8組 ある)を もとに,plotコ マ

ンドを用いて図を描いた。この際,直 極点の定義では,

連鎖 4の場合 4直線が 1点で交わるが,プ ログラムは,

そのうちの 2直線で交点を求めて, コンピュータの負荷

を軽くした。さて,前 述のように,連 鎖 4の 多極曲線に

は,パ ラメーターが 5つ あり,そ の変化により多極曲線

響「 7√高 Ψ 諄響 響 41r l.13r9+Ψ戸 戸
(●13r9+●ll l‐412r4)際戸 I… 署″「FI「「)
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●たaヵ=aχィ=ュガ=tlFχθ=骨

多極 曲線 の道介 な数表示 と CG

黒 1+7点 より5直 線 を求めて拡張
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は変わった図になる。また,連 鎖 5の多極曲線には,パ

ラメーターが 7個あり,そ れによるCGの 変化の様子も

〇

-8→ ■ っ 。 246

ガ=t″=2お=3,ガ=5,ガ=手席=等
(a)

-12

-14

02468101214161b2b2り 2426う:III

図13に示 した。なお,曲線の図で線が離れているのは,プ
ログラム上,変数の値を無限大に出来ないためで,別の方

法で,極 限値をとれば線が閉じることを確認 している。

7.結 び

ここでは,卵 形線の拡張を,直 極点を用いて行った。
つまり, 4直 線 (完全 4辺 形)の 直極点による多極曲線

の焦点は,4C2=6個 あ り, 5直 線 (完全 5辺 形)の 直

極点による多極曲線には,焦 点が,5C2=10個 あ り,以

下同様に,多 極曲線 も拡張され,そ の方法で,焦 点の数

も拡張できる.し かし,ま だ,エ レガントな焦点の性質

は見つかってない。もっと,図 形的な考察や,式 につい

ての研究が必要であろう。

また,そ の CGよ り,拡 張 した曲線 は,連 鎖 4の 場

合, 2重 の閉曲線になったり, 3重 の自己交差閉曲線に

なったりする。故に,多 重曲線 といえる。さらにまた,

連鎖が 1つ増えると多重性が 1つ 増えると予想される。

ところで,こ の拙論と,参 考文献の同じ意味を表す丈

字や添え字など異なる点があ り,注 意されたい.
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図13 多極曲線 :連鎖 4(a),(b);連 鎖 5(c),(d)
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