
２
リ

デカル トの卵形線の離心率による形状 (凹凸)に ついて

On thc凹凸 of the outtcr part of DcscarteゞOval deined by boh e∝entricities

蛭子丼 博孝  (HirOtaka EЫs“)

要約 :本研究では、デカル トの卵形線の定義方法とそ

の形状把握における関係について、報告する。

今、デカル トの卵形線族は、mrl± n r2=kCと 双

極座標により定義される。ここで、任意定数 k,m,n,

cの 条件 (k>m>n>0)の 意味は、空間における2

つの円錐面の相貫曲線
1)を
考察すると明らかになる。こ

れにより、卵形線の作図における原点の取 り方や、主要

点の位置関係が明らかになる。さらに、卵形線の内外分

枝の形は、左右の離心率 eR,eLに より決まる。そして、

その外分枝の凹凸は、eR+eL~1の 符号により定まる。

以上の事柄を以前報告した内容を振り返りつつ明らかに

する。
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/任意定数/主要点

AbsmE● In this papeL wc mention about the arbitrariness of

somc dfhdtions of Descarteヾ Oval.And wc calculatc the

distances among some main points・ of the oval using lheral

constants.  Thesc distan∝s are important to draw thc oval

ushg functional graphic son.Next we∞nsider on the凹凸

usmg thc radiuses of curvamrc on thc Vertexes,and we obtain

thc outter part of the oval is tt if ettct〉1, and tt ifeR+Cl

≦ l where eR,CL arC Hght c∝ entFiCity and ieft c∝entricity

respcctively.
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1.は じめに

デカル トの卵形線の定義を数多く見つけてきた。しか

し、その同値性の証明は、今までは、数学的厳密性に欠

けていたかもしれない。それは、これまでの研究が、証

明がメインテーマでなく、様々な定義より解る卵形線の

性質について、述べたいからであつた。また、作図法に

より、一つの定義の図から他の定義の図が、描けること

で、同値性をある程度言えるからである。厳密な証明は、

一つの定義の任意性 と他の定義の持つ任意性を見極める

仕事である。 ところが、定義の拡張性を考えたとき、そ

の定義の持つ意味が同じなら、皆同じ拡張性を持ち、1

つの事柄が、全然広がらないことになる。たとえば、卵

形線の定義、"点 と円からの距離の比が一定な曲線"の

円を任意な曲線に拡張するのと、双極座標の式を2次式

などに拡張するのとでは、同じではない。だから、卵形

線の定義が、違 うと違 う曲線を表しているといつている

のではない。一つの定義の持つ任意性を見極めることが

大事であるといいたいのである。

デカル トの卵形線に関しては、3焦 点の関係の理解が、

どうしても必要になるが、その説明は、拙論 1)の 5-

2節 を繰 り返すことになり、ここでは、図 2、 図 3、 よ

り、第 3焦 点の考えるところまでにする。 しかし、それ

でも、デカル トの卵形線の内外分枝の凹凸形状までは、

把握できる。

2.卵 形線の定義と任意性

デカル トの卵形線は、図形幾何学的定義は、

[1]:"点 と円からの距離の比が一定な曲線"

[2]:"回 転対称軸が平行で頂角の異なった円錐面の相

貫曲線を、回転軸に垂直な平面へ正投象 したもの
"

さらに、双極座標では、次のように定義される。

[3]:mrl± n r2=kC     ・… (1)

ここで、+nは 、内分枝、一nは 、外分枝で 、c は、

ξl



双極 (焦点[Sl,S20「 F,,

k,m,nは 、(k>m>n

F2])間 距離である。

>0)を 満たす任意定数。

さらに、同じ位置の卵形線は、別な式である第二焦点、

第二焦点
1)(S30r F3)を用いた関係式、

~k r2+mr3=± n R23

± n r3+k rl=mR13

で定義 される。 ここで、    ′

R23=C(k2-m2)/(m2_n2)

R13=C(k2_n2)/(m2_n2)は

それぞれ、第二第二焦点間、第一第二焦点間の距離であ

る。また、 これは、拙論 1)の p.43の 式から、±n

を強調 して書き換えた式である。《また、そこでは、一

mR31と なつていたのを、±mR31と 訂正 して考えた式

である。誤 りであつたので、お詫び訂正したい。》

さて、 (2)、 (3)に おいて r2, r● は、第二焦点

(極)、第二焦点からの同じ卵形線上の点までの距離で、

同じく、+nが 内分枝、一nが 外分枝を描く。

この式の導出は拙論 1)4節 を参照されたい。

Iを1'理fTttT′F8尋ifり
による議ぃ

さらにまた、数種の定義方法を見つけてきた。

さて、これらの定義、それぞれが、卵形線の内外分

枝ただ一組を定義しているのでなく、デカル トの卵形線

族を定義しているため、その形状を統括的に捕 らえるこ

とが難しい。つまり、それぞれの定義が、任意性を含ん

だ定義になつているのである。例えば、定義 [1]では、

点と円の位置関係やその比を、自由に取りうる任意性が

ある。さらに[2]では、軸間距離、頂角の大きさの自由

に取る任意性がある。 [3]では、いわゆる式の文字係数

である任意定数 k、 m、 n, cの 決定により、卵形線族

の中の様々な形を描くことができる。さらにまた、[4]

では、二つの円の半径と中心間距離を決めることにより

卵形線の形ばかりでなく、外の円に外接する外分枝と中

の円に内接する内分枝の位置関係が明らかになる。

いずれにしても、その定義の任意性は、それを個々

に決定し、数多くの卵形線を描いてみることにより、認

知心理学的には、一歩一歩把握されるのである。しかし、

これで、全体像が把握できたといえるものはないかと思

いたくなる。それに、いくらかでも答える方法として、

左右の離心率による凹凸の形状把握とその内外分枝の作

画法を考えた。また、存在位置の把握として、 2つ の補

助円による作画法を考えた。これ らの作画法により、任

意に離心率を与え、デカル トの卵形線の内外分枝を描く

ことにより、概形把握が、可能になるし、内外分枝の位

置関係も明らかになろう。 5節 参照。

3.円 錐面による卵形線の定義

"回 転対称軸が平行で頂角の異なった円錐面の相貫

曲線を、回転軸に垂直な平面へ正投象したもの"と して

定義されるデカル トの卵形線が、双極座標で定義する :

mri± n r2=kC の式の任意定数 k、 m、 n, cと

どのような関係があるかを、ここでは、明らかにする。

図 1 2つ の円錐面による卵形線の定義

今、2つ の円錐面の平行な回転軸によつて決まる平面

をπ2(立 面図),回 転軸に垂直な平面をπl(平 面図)

とする。さて、図 1の ように、頂点Sl, S2を 持つ円錐

面の頂角をそれぞれ、θl、θ2とする。ここで、∞tθ l

=m、 ∞tθ2=nと おく。 すなわち、m,n は、

πl面に対する円錐面の傾きを表す。また、軸間距離、

Sl'S2'を c とする。さらに、回転軸をal, a2

とし、 alと SiS2の 成す角をαとおき、cot α=kと お

く。相貫曲線 (デカル トの卵形線の空間曲線の上側)を

xlとする。 xl上 の任意の点Pと Slを 結ぶ線分 (円錐

..。 (2)

..。 (3)



面 Slの P点 を通る母線上の線分 S:P)の πl(平 面

図)面 への正射影を■1とする。 同様に、線分 S2Pの

正射影を r2とする。すると、線分 S:P、 S2Pの al軸

への正射影は、それぞれ、m orl,ne r2に 等 しく、

これらの和は、 SiS2の al軸 への正射影 すなわち

kocに 等 しい。ゆえに mrl+n r2=kC となり、

k,m, n, c が 空間で意味を持った、双極座標

による定義となる。 ここで、 O<α <θ lくθ2<π /2

より、 k>m>n>0 (こ の条件式を得る 2つ の円

錐面の取り方は、妥当である。さらに、厳密に考えると

き、拙論 1)5。 2節 のように、 3つ の円錐面の相貫曲

線を考える必要がある。) また、空間曲線 x2上の点Q

についても、同様に考えて、mrl― n r2=kC とな

る。

4.卵 形線の主要点の相対位置

卵形線の内分枝の外接円と外分枝の内接円と3つ の

焦点間の文字定数による相対位置は、図 2の ようになる。

図 2 文字定数による主要点間距離

この図では、F:F2の n:mの 内分点と外分点がそれ

ぞれ012,02:で あることが、重要である。このことと

内分枝の外接円の半径 (012Vl)に ついては次のよう

に、定義式から導出される。

(1)の 双極座標mrl+n r2=kc で表される

点Pに ついて

① Pが Vl(右 側対称軸端点)に あるとき、

r2=ri~C だから (1)に 代入して

m r l + n ( r i― c)=kc

∴ ri=(k+n)c/(m tt n) 。… (4)

② Pが V2(左 側対称軸端点)に あるとき、

r2=rl'十 c だから (1)に 代入して

m r l ' + n ( r l ' + c ) = k c

∴ rl'=(k― n)c/(m+n) .… (5)

(4)+(5)よ り、外接円の半径は

ViV2/2=(rl+rl')/2

=((k+n)c/ (m+n)

+(k― n)c/(m+n))/2

=kc/(m+n)  …。(A)

これは、(1)式 の rl=r2の 時の rlの 値でもある

また、 F1012=(4)一 (A)=nc/(m+n)

F2012= C ~F1012=mC/(m+n)

∴  F1012 : F2012 = n:m

左離心率  eL=012F1/012V2=n/k

右離心率   eR=012F2/0:2V:=m/k

この離心率と大きさの尺度 c を定めると、卵形線は、

一意的に決まる。

さて、同様に、外分枝 mrl― n r2=kc について

V●V4/2 つまり、外分校の内接円の半径は、

021V3=kC/(m― n)で ある。

図 3 3つ の焦点と6つ の補助円

また、F3に関しては、図 3に おけるように

円031と円O13の相似中心の位置にあり、これから、

根気強い計算により

0。F3=k2c/(m2_n2) が導出される。

さらに、等距離円
2)(フ
F形線の内分枝と外分枝から

等距離にある点の集まりである円 (3つ ある))の 中心

00(012021の 中点)か らFl,F2,F3ま での距離

器 だヽヽCR

(屁θ21+La=)/2

3  ●hC =0.0:ュ

032  0● 1021

0ス10,へ=。ο



について

n2c/(m2_n2):m2c/(m2_n2):

(m2_n2) =n2:m2:k2

しやすい。
,

5.卵 形線の原点と作画法

k 2 c /

は、記憶

関数グラフィックソフ トで卵形線の図を書くときに、

原点として、双極の一点 (焦点、 Sl or Fl)を 取るこ

とが多い。

例えば、原点をFlと したときの極座標による卵形線の

定義は、(1)の 双極を極座標に直すことにより、

n―c(lml_n2cos(s)一 n(n2c。♂(s)‐2hmcos(s)+ピ +m2_n2)ν
2)

バm2_r)                 ・… (6)

この時、c、 k、 m、 ■を定めると、図 4が 作画できる。

また (2)式 では、原点をF2と して考えるとよい。

次に、二つの補助円の半径 (Ao,Al)と中心 (内分枝

012,外 分枝021)間 距離 (∞)から、図 5の ように作画

できる。

さらに、右離心率と左離心率と双極間距離 c より、

卵形線を図 6の ように作画 した。これには、(6)式

の分母分子をk2で 割つてできる離心率の式を用いた。

なお、Ao,A19ooとeR,eし ,Cと は、相互変換できる。

以上の卵形線の作画法を表 1の ような Maple Vのプ

ログラムで作成 した。

;楡ど霞::澗:EL y“ovJ wO egaku
〉#input[1] and henkan
〉k:=7:m:=4in:=3:c:=10:
〉a。:=k*c/(m―n)

勲鷺7・
:I‐、iF輸
連轟評
躙e眈

表 l Maple V プログラム リス ト
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図4 eR+eL=1の 卵形線(k,m,Lのより作画 図5 2ろ め補助円より作画
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40

20

で極大値を取る。つまり、全体が凸

「2」 k‐m‐nく0 のとき、全体は凹になる。すなわち

V3と V6の 間の外分枝上で曲率=0 曲率半径=

負の無限大から、正の無限大にかわるところがある。

曲率半径の大まかなグラフは、図7図 8の ようになる。
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図 6 左右離心率より作画

6.頂 点の曲率半径と卵形線の外分枝の凹凸

頂点の曲率半径は、拙論 2)に あるように、内分枝に

おいては、軸上頂点をVl,V2,片 方の軸上にない頂点

をV5と し、それぞれの曲率中心をCl,C2,CSと する

と、

CiVl=(k‐m)(kln)c/((m+n)(k‐m+n))

の極小値 (最小値)か ら増加 し

CsV■(m(ぱ‐r)崚_n(k2_m2)曖)c/(m2_n2)

の極大値を取 り

C2V汗(klm)(k‐n)c/((m+n)(klm‐n))

の極小値を取る

ここで,k〉m〉n〉0 より す
べて正

故に、内分枝は、凸である。

また、C2V2~CiVl=2mn(m‐ n)ノ((mttn)(k…m+n)

(klm‐n))>0で ある。

ここで、曲率半径の式を分母子 k2で 割れば、離心率

による表現になる。

外分枝においては、軸上頂点をV3,V4,対 称性より

片方の軸上にない頂点をV6と し、それぞれの曲率中心

をC3,C4,C6と すると、曲率半径は

C3V〕=(k‐m)(k‐n)c/((m_n)(k―m‐n))が正の時

つまり 「1」 k‐m_n〉0 つまり 1‐eR‐eL〉0 のとき

次第に減少し

QV6=(m(ぱ ‐n2)●
2+n(ぱ‐m2)"2)c/(m2_n2)

で極小値をとり

C4V4=(k+m)(kttn)υ ((m‐■)(k+m+n))

3] eR+eL>1で 凹の場合

図8 外分枝の曲率半径
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図 7 内分枝の曲率半径



以上 頂点の曲率半径半径の文字式からその正負の符

号を考え、卵形線族の凹凸を考えた。また、図8の 3つ

の場合の卵形線を6つ の補助円とともに描いたものが図

4, 5, 6で ある。
,

7.結 び

以上、卵形線の円錐面による定義と任意定数 k,m,

n, cの 意味および、主要点間距離、6つの補助円と3

焦点の関係を大さっばに見た。さらに、離心率による卵

形線の作画プログラムにより、外分枝の凹凸の場合の図

を描いた。さらに、その凹凸の条件の理由も述べた。た

だ、ここで述べた事柄が、以前の発表文献の引用による

ところが多かつたことをお許し願いたい。
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